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Introduction

Ce mémoire résume mes travaux de recherche depuis ma thèse dans le domaine de l’électro-
magnétisme numérique. Dans ce domaine très vaste, je me suis intéressée plus particulièrement
à l’analyse et l’élaboration de méthodes basées sur les éléments finis en passant par une étude
approfondie du comportement local des champs électrique et magnétique.

Ce document comporte un chapitre introductif suivi de quatre chapitres consacrés aux dif-
férents thèmes de recherche, ainsi qu’un chapitre présentant les perspectives et recherches en
cours. Des travaux en marge de la thématique de l’électromagnétisme numérique sont présentés
succintement en annexe.

Depuis ma thèse, je m’intéresse aux méthodes numériques dans des géométries présentant
des singularités telles que des coins et des arêtes. Dans de tels domaines, l’analyse mathématique
même des modèles simples issus des équations de Maxwell réserve parfois des surprises, et des
méthodes que l’on pensait maîtriser parfaitement sont mises en échec. Le deuxième chapitre pro-
longe en ce sens les travaux de ma thèse. Il est consacré à l’étude mathématique et la simulation
du champ électromagnétique en présence de matériaux composites. Un matériau composite est
obtenu par l’union de différents matériaux homogènes. Si les matériaux occupent des domaines
polyédraux, le champ électromagnétique présente des singularités aux sommets et aux interfaces
des sous-domaines. Ce comportement singulier doit être pris en compte de façon appropriée par la
méthode numérique utilisée. A la base de nos investigations est une formulation ’régularisée’ des
équations de Maxwell qui ressemble formellement à l’équation de Helmholtz vectorielle. Cette
formulation permet une discrétisation par éléments finis de Lagrange dès lors que les champs
réguliers sont denses dans l’espace de la formulation variationnelle. Nous clarifions les questions
de densité dans le cadre des matériaux composites et différentes conditions aux limites pour la
régularisation classique, la régularisation à poids et une méthode de Galerkin discontinue.

Le troisième chapitre résume les résultats issus d’une collaboration avec des membres de
l’équipe CAIMAN d’INRIA-Sophia Antipolis pendant que j’étais Maître de Conférences à l’Uni-
versité de Nice. Ce fut pour moi l’occasion de passer d’une vision ’elliptique’ des équations de
Maxwell en régime harmonique à une vision ’hyperbolique’ des équations dans le domaine spatio-
temporel. Les travaux concernent l’étude d’une famille de méthodes de Galerkin discontinues avec
flux centré. Le choix d’un flux centré, contrairement aux méthodes de type MUSCL basées sur
des flux décentrés, conduit à des schémas non dissipatifs qui conservent une certaine énergie
discrète et permettent ainsi des simulations sur des temps longs.

Le chapitre 4 est consacré au développement d’une méthode de type éléments finis étendus
(XFEM) pour les équations de Maxwell. Depuis une dizaine d’années, les méthodes XFEM ont
suscité un vif intérêt dans la communauté mécanique où elles ont été utilisées initialement pour la
simulation de phénomènes de propagation de fissures. Si la géométrie de la fissure change au cours
du temps, une méthode d’éléments finis classique nécessite un nouveau maillage à chaque pas
de temps. Les méthodes XFEM quant à elles utilisent un seul maillage indépendant de la fissure
tandis que la discontinuité du champ de déplacement à travers la fissure est prise en compte
dans l’espace de discrétisation ce qui évite la coûteuse étape de remaillage. De par leur champ
d’application, les méthodes XFEM ont été développées pour les éléments finis de Lagrange. Nous
avons adapté le concept aux éléments finis d’arêtes rendant ainsi possible leur utilisation pour
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la simulation du champ électromagnétique en présence de fissures. L’application principale qui a
motivé notre travail est l’identification de fissures dans des dispositifs du contrôle non destructif.
Nous avons ainsi proposé un algorithme génétique permettant l’identification d’une fissure dans
une géométrie 2D simple.

Dans le cadre du projet PINCEL de la région Picardie, je me suis intéressée aux problèmes
de reconstruction de petits défauts à partir de mesures dynamiques du champ électrique, en col-
laboration avec M. Darbas et O. Goubet. Notre objectif était la mise en œuvre d’un algorithme
de reconstruction basé sur une formule asymptotique développée par H. Ammari. Cet algorithme
repose sur le calcul numérique de termes de contrôle ce qui nous a amenés à étudier et à implé-
menter la Méthode d’Unicité de Hilbert (HUM) de J.-L. Lions pour les équations de Maxwell
instationnaires.
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Chapitre 1

Les équations de Maxwell

1.1 Modélisation

Les équations de Maxwell sont les équations fondamentales de l’électromagnétisme. Elles
s’expriment au moyen de quatre champs, fonctions de la position x ∈ R3 et du temps t ∈ R à
valeurs dans R3,

E : champ électrique,
D : champ de déplacement,
H : champ magnétique,
B : induction magnétique.

En trois dimensions d’espace, les équations de Maxwell s’écrivent

∂tD − curlH = −J , (1.1a)
∂tB + curl E = 0, (1.1b)

divD = ρ, (1.1c)
divB = 0, (1.1d)

où J et ρ désignent respectivement la densité de courant et la densité de charges. L’équation
(1.1a) est la loi d’Ampère avec la correction apportée par Maxwell. Elle exprime le fait que les
champs magnétiques peuvent être générés par un courant électrique (loi d’Ampère) ou par la
variation d’un champ électrique. La loi de Faraday (1.1b) dit comment la variation d’un champ
magnétique peut induire un champ électrique. La loi de Gauss (1.1c) décrit l’effet de la présence
de charges électriques sur le champ de déplacement, et la condition sur la divergence (1.1d)
exprime qu’il n’existe pas de charges magnétiques.

On déduit des équations de Maxwell l’équation de la conservation de la charge,

divJ + ∂tρ = 0. (1.2)

Réciproquement, sous l’hypothèse de la conservation des charges, les contraintes sur la divergence
(1.1c) et (1.1d) découlent des équations (1.1a) et (1.1b) pourvu que les équations (1.1c) et (1.1d)
soient satisfaites en un temps t0 donné.

Les équations de Maxwell sont supplémentées par deux lois de constitution reliant les champs
E et D d’un côté et H et B de l’autre. Dans ce mémoire, nous nous limitons à des matériaux
linéaires pour lesquelles les lois constitutives s’écrivent

D = εE and B = µB. (1.3)

1



2 CHAPITRE 1. LES ÉQUATIONS DE MAXWELL

Ici, ε = ε(x) et µ = µ(x) désignent respectivement la permittivité électrique et la perméabilité
magnétique du matériau. Dans le vide, on a ε = ε0 et µ = µ0 avec ε0 ≈ 8.854× 10−12 Fm−1 et
µ0 = 4π × 10−7 Hm−1. On peut ainsi écrire

ε = εrε0 et µ = µrµ0

où εr et µr sont la permittivité et la perméabilité relatives. Pour un matériau isotrope, ε et µ
sont des fonctions positives bornées uniformément de L∞(Ω) : il existe des constantes λ > 0 et
λ > 0 telles que pour presque tout x ∈ R3,{

λ ≤ ε(x) ≤ λ et

λ ≤ µ(x) ≤ λ. (1.4)

Lorsque le matériau est conducteur, le champ électromagnétique induit lui-même des cou-
rants. Sous l’hypothèse de la validité de la loi d’Ohm, nous avons alors

J = σE + Js (1.5)

où Js est un terme source qui désigne la densité de courant appliquée au système. Le paramètre
σ = σ(x) est une fonction non négative de la position. On appelle conducteur toute partie du
domaine où σ est non nulle, et diélectrique toute partie où σ = 0 et ε 6= ε0.

En tenant compte des lois de constitution (1.3) et (1.5), les équations de Maxwell s’écrivent

ε∂tE − curlH = −σE − Js, (1.6a)
µ∂tH+ curl E = 0, (1.6b)

div(εE) = ρ, (1.6c)
div(µH) = 0. (1.6d)

Elles seront complétées par des conditions initiales E(x, 0) = E0(x) et H(x, 0) = H0(x) ainsi que
par des conditions aux limites appropriées si le problème est posé en domaine borné.

Nous présentons maintenant quelques modèles classiques qui sont dérivés des équations de
Maxwell. Conformément aux modèles qui seront traités dans la suite de ce mémoire, nous sup-
posons désormais que la densité de charges ρ est nulle.

1.1.1 Equations de Maxwell du second ordre en régime transitoire

Afin d’éliminer le champ magnétique des équations (1.6), nous dérivons formellement l’équa-
tion (1.6a) par rapport au temps. D’après (1.6b), nous avons

curl ∂tH = − curlµ−1 curl E

ce qui permet d’obtenir les équations de Maxwell du second ordre en régime transitoire,

ε∂2
t E + σ∂tE + curlµ−1 curl E = −∂tJs, (1.7a)

div(εE) = 0. (1.7b)

Dans un diélectrique où la conductivité est nulle, et en absence d’un courant source Js, les
équations s’écrivent

ε∂2
t E + curlµ−1 curl E = 0, (1.8a)

div(εE) = 0, (1.8b)

et les conditions initiales sont données par

E(x, 0) = E0(x), ∂tE(x, 0) = E1(x), (1.9)

avec εE1 = curlH0. Nous remarquons la similitude de (1.8a) avec l’équation des ondes.
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1.1.2 Equations de Maxwell en régime harmonique

Lorsque le terme source Js varie de façon sinusoïdale en temps, nous pouvons établir le modèle
réduit des équations de Maxwell en régime harmonique. Pour cela, soit ω > 0 la pulsation des
vibrations et supposons que

Js(x, t) = Re
(
Js(x)e−iωt

)
. (1.10a)

Le champ électromagnétique est dit harmonique en temps si l’on peut écrire

E(x, t) = Re
(
E(x)e−iωt

)
, (1.10b)

H(x, t) = Re
(
H(x)e−iωt

)
. (1.10c)

Ici, les champs Js, E et H ne dépendent que de la position x et sont des fonctions à valeurs dans
C3. Sous l’hypothèse des lois constitutives (1.3) et (1.5), nous obtenons les équations de Maxwell
harmoniques en temps,

− iωεE− curlH = −σE− Js, (1.11a)
−iωµH + curlE = 0, (1.11b)

div(εE) = 0, (1.11c)
div(µH) = 0. (1.11d)

L’élimination du champ magnétique conduit aux équations en champ électrique,

curlµ−1 curlE− ω2εσE = iωJs (1.12)

où εσ = ε+ iσ
ω est une fonction à valeurs dans C.

1.1.3 Conditions aux limites

De façon générale, les équations de Maxwell décrivent le champ électromagnétique dans l’es-
pace entier R3. De nombreuses configurations permettent pourtant de ne considérer les champs
que dans un domaine borné. Nous présentons dans cette section les deux cas de figures qui nous
intéresserons dans la suite, à savoir le cas du conducteur parfait et la condition d’impédance.

Il découle des équations de Maxwell que la composante tangentielle du champ électrique E
est continue à travers toute interface entre deux matériaux de paramètres électromagnétiques
différents. Supposons dans un premier temps que l’un des matériaux soit un conducteur parfait
ce qui correspond à la situation idéalisée où σ = ∞. D’après la loi d’Ohm, il faut alors que le
champ électrique E s’annule faute de quoi la densité de courant J sera non bornée. La continuité
de la trace tangentielle de E à travers l’interface du matériau avec le conducteur parfait conduit
finalement à la condition aux limites dite de conducteur parfait

E × n = 0 sur l’interface (1.13)

où n désigne le vecteur normal unitaire pointant vers le conducteur parfait.
La deuxième configuration consiste à considérer un conducteur réel qui laisse pénétrer le

champ sur une petite distance :

n× (E × n) + λ(n× µ−1 curl E) = 0 sur l’interface, (1.14)

où λ est une fonction définie sur l’interface telle queRe λ < 0 et Imλ > 0. En régime harmonique,
la fonction λ est proportionnelle à l’impédance surfacique Zs et ne dépend que des paramètres
électromagnétiques du milieu extérieur :

λ =
iZs
ω

=
1

2
(i− 1)δµext



4 CHAPITRE 1. LES ÉQUATIONS DE MAXWELL

où δ =

√
2

ωµextσext
désigne la profondeur de peau du milieu extérieur sous l’hypothèse εextω �

σext. La condition (1.14) est appelée condition d’impédance ou condition de Leontovich [72].

Remarque 1.1. Dans le contexte de la diffraction d’onde par un obstacle, (1.14) apparaît comme
une condition aux limites absorbante du premier ordre pour le champ diffracté en prenant λ =

− i

ω
√
ε0µ0

.

1.1.4 Remarques sur les équations de Maxwell en dimension 2

Les résultats numériques présentés dans ce mémoire ont été obtenus pour un domaine de
calcul bidimensionnel, même si en général, le cas 3D a été traité en théorie. C’est pourquoi nous
rappelons ici les équations de Maxwell en deux dimensions d’espace. Pour cela, nous supposons
que le domaine en considération est invariant et infini dans la direction

−→
Oz. Dans le cas d’une

configuration transverse électrique, la densité de courant et le champ électrique sont parallèles
au plan Oxy et s’expriment au moyen de deux composantes invariantes par rapport à z :

J (x, t) =

J1(x, y, t)
J2(x, y, t)

0

 , E(x, t) =

E1(x, y, t)
E2(x, y, t)

0

 .

Le champ magnétique quant à lui est orienté dans la direction
−→
Oz : H(x, t) =

 0
0

H3(x, y, t)

. En

prenant le rotationnel des champs E et H ainsi définis, il vient que

curl E =

 0
0

∂1E2 − ∂2E1

 et curlH =

 ∂2H3

−∂1H3

0


ce qui nous amène à introduire deux rotationnels curl et curl, le premier agissant sur des champs
de vecteurs à deux composantes, le deuxième étant défini pour des fonctions scalaires. Ainsi, pour
un champ de vecteurs v = (v1, v2)t défini sur un domaine Ω de R2, curl v est la fonction scalaire

curl v = ∂1v2 − ∂2v1 (1.15)

tandis que curlϕ est défini pour une fonction scalaire ϕ par le champ de vecteurs,

curlϕ =

(
∂2ϕ
−∂1ϕ

)
. (1.16)

Il est possible de définir une configuration transverse magnétique en inversant les rôles de E et
H.

A titre d’exemple, nous réécrivons les équations de Maxwell en régime harmonique dans la
configuration transverse électrique :

curlµ−1 curlE− ω2εσE = iωJs (1.17)

où E = (E1, E2)t et J = (J1, J2)t ne dépendent que de (x, y) ∈ R2.

1.2 Espaces fonctionnels et notations

Dans cette section, nous introduisons les principaux espaces fonctionnels utilisés dans le cadre
des équations de Maxwell. Les espaces relatifs à l’étude d’une méthode spécifique seront définis
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en temps utile dans les chapitres correspondants. Selon le contexte du problème, on considérera
des fonctions à valeurs dans R (régime transitoire) ou dans C (régime harmonique).

Les travaux qui sont résumés dans ce mémoire concernent les équations de Maxwell en do-
maine borné. Soit alors Ω ⊂ Rd un domaine borné de Rd avec d = 2 ou d = 3. Dans la pratique,
nous supposerons en général que Ω est un polygone (d = 2) ou un polyhèdre lipschitzien (d = 3)
ce qui implique que a frontière ∂Ω est affine par morceaux (d = 2) ou plane par morceaux (d = 3).

Nous notons L2(Ω) l’espace des fonctions de carré intégrable définies sur Ω muni du produit
scalaire

(u, v) =

∫
Ω
uv dx.

Pour m ∈ N, Hm(Ω) désigne l’espace de Sobolev usuel des fonctions ayant des dérivées dans
L2(Ω) jusqu’à l’ordre m. Les espaces de Sobolev d’ordre fractionnaire sont définis de la façon
suivante : soit s ∈ R+ non entier tel que s = m+ σ avec m ∈ N et 0 < σ < 1. Alors,

Hs(Ω) =

{
u ∈ Hm(Ω)

∣∣∣∣∣
∫

Ω

∫
Ω

|Dαu(x)−Dαu(y)|2

|x− y|d+2σ
dx dy <∞ ∀|α| = m

}
(1.18)

où α = (α1, . . . , αd) ∈ Nd est un multi-indice de dimension d. Pour tout s > 0, Hs
0(Ω) est

l’adhérence de D(Ω) pour la norme de Hs, et on note H−s(Ω) son dual. Nous désignons par
H̃s(Ω) l’espace des fonctions u ∈ Hs(Ω) dont l’extension par zéro appartient à Hs(Rd) (cf. [60]).
Notons que les espaces H̃s(Ω) et Hs

0(Ω) coïncident si s − 1/2 6∈ N, mais que pour la définition
des traces, nous aurons précisément besoin des espaces H̃s ainsi que de leurs duaux H̃−s dans le
cas s = 1/2, 3/2, . . ..

La notation en gras L2(Ω) (resp. H s(Ω)) est utilisée pour l’espace des champs de vecteurs à
valeurs dans Rd ou Cd dont chaque composante appartient à L2(Ω) (resp. Hs(Ω)).

Dans le contexte des équations de Maxwell, l’espace des champs à énergie finie est donné par

H(curl; Ω) =
{
u ∈ L2(Ω)

∣∣ curlu ∈ L2(Ω)
}
.

Remarquons qu’en deux dimensions d’espace, la condition définissant H(curl; Ω) se lit curlu ∈
L2(Ω) puisque curlu est une fonction scalaire. Les éléments de H(curl; Ω) admettent une trace
tangentielle : en effet, notons γt l’application définie sur (C∞(Ω))d par γt(v) = n × v|∂Ω. On
démontre (cf. [83]) que γt peut être prolongée par continuité en une application de H(curl; Ω)
dans H−1(∂Ω). On a alors la formule de Green∫

Ω
curl v ·wdx =

∫
Ω
v · curlwdx+ < γt(v),w >∂Ω (1.19)

pour tous v ∈ H(curl; Ω) et w ∈ H 1(Ω). Nous introduisons alors les sous-espaces de H(curl; Ω)
des champs à trace tangentielle nulle sur toute ou une partie du bord,

H0(curl; Ω) = {u ∈ H(curl; Ω) | γt(u) = 0} ,
H0,D(curl; Ω) = {u ∈ H(curl; Ω) | γt(u) = 0 sur D ⊂ ∂Ω} .

Afin de traiter convenablement la loi de Gauss (1.1c), nous introduisons l’espace

H(div ε; Ω) =
{
u ∈ L2(Ω)

∣∣ div(εu) ∈ L2(Ω)
}

où ε est une fonction de L∞(Ω). Lorsque ε est constante sur Ω, nous retrouvons l’espace classique
H(div; Ω). De façon analogue à la définition de l’opérateur γt, on peut définir l’opérateur de trace
normale γn par l’extension de l’application γn(v) = v|∂Ω ·n de (C∞(Ω))d à H(div; Ω). Ceci permet
d’introduire les espaces

H0(div ε; Ω) = {u ∈ H(div ε; Ω) | γn(εu) = 0} ,
H0,D(div ε; Ω) = {u ∈ H(div ε; Ω) | γn(εu) = 0 sur D ⊂ Ω} .
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L’espace des champs à divergence nulle sera défini par

H(div0; Ω) =
{
u ∈ L2(Ω) | div u = 0 dans Ω

}
ou encore H(div ε0; Ω) si ε n’est pas constant.

Pour les problèmes en régime transitoire, il est nécessaire de préciser non seulement la régu-
larité en espace, mais aussi celle en temps. Nous noterons Ck(0, T ;V ) (resp. Hs(0, T ;V )) l’espace
des champs pour lesquels l’application t 7→ u(·, t) définie sur l’intervalle (0, T ) est à valeurs dans
l’espace V et de classe Ck (resp. Hs).

1.3 Formulations variationnelles classiques

Nous donnons dans cette section quelques résultats classiques relatifs aux formulations varia-
tionnelles des problèmes en régime transitoire et harmonique dans l’espace d’énergie H(curl; Ω).

1.3.1 Formulation variationnelle en régime harmonique

La formulation variationnelle du problème en régime harmonique avec condition de conduc-
teur parfait est posée sur l’espace H0(curl; Ω) ∩H(div ε0; Ω) des champs à divergence nulle :{

Trouver E ∈ H0(curl; Ω) ∩H(div ε0; Ω) tel que
(µ−1 curlE, curlF)− ω2(εσE,F) = iω(Js,F) ∀F ∈ H0(curl; Ω) ∩H(div ε0; Ω).

(1.20)

Lorsque σ(x) > σ pour presque tout x ∈ Ω, la forme sesqui-linéaire de (1.20) est coercive
sur H0(curl; Ω) ∩ H(div ε0; Ω). En effet, dans le plan complexe les coefficients µ−1 ∈ R+ et
−ω2εσ ∈ C sont contenus dans un secteur dont l’angle d’ouverture est strictment plus petit que
π. Une rotation permet de les ramener dans le demi-plan Re z > 0. Par conséquent, il existe
θ ∈ (0, π) tel que

Re
(
eiθ/2

(
(µ−1 curlu, curlu)− ω2(εσu,u)

))
& ‖u‖20,Ω + ‖ curlu‖20,Ω

quel que soit u ∈ H0(curl; Ω) ∩ H(div ε0; Ω) [62]. Le problème variationnel (1.20) admet alors
une solution unique pourvu que Js ∈ L2(Ω).

Une étude complète des questions d’existence et d’unicité du problème en régime harmonique
peut être trouvée dans [83]. Celle-ci traite des configurations avec condition d’impédance et
aborde le cas de coefficients réguliers par morceaux.

1.3.2 Formulation variationnelle en régime transitoire

L’étude des équations de Maxwell du second ordre en régime transitoire (1.7) se fait habituelle-
ment en utilisant la théorie variationnelle de Lions-Magenes [75] ou le théorème de Lumer-Phillips
dans le cadre de la théorie des semi-groupes [89]. Le cadre fonctionnel naturel du problème (1.7)
avec condition du conducteur parfait et conditions initiales {E0,E1} est donné par l’espace

Y =
(
H0(curl; Ω) ∩H(div ε0; Ω)

)
×H(div ε0; Ω) (1.21)

dans le sens où (1.7) admet une unique solution

E ∈ C0(0, T ;H0(curl; Ω) ∩H(div ε0,Ω)) ∩ C1(0, T ;H(div ε0,Ω))

quel que soit le couple de données initiales {E0,E1} ∈ Y pourvu que le terme source Js soit tel
que ∂tJs ∈ L2(0, T ;L2(Ω)) (cf. par exemple [13]).
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1.4 Potentiels scalaire et vecteur

La décomposition du champ électromagnétique en un potentiel vecteur et un potentiel scalaire
est un outil important dans l’analyse théorique et numérique des équations de Maxwell. Elle
dépend de façon essentielle de la topologie du domaine Ω et de sa frontière ∂Ω ainsi que des
propriétés des coefficients ε, σ et µ.

Le résultat fondamental suivant est classique (cf. [56, 83]).

Théorème 1.1. [Champs à rotationnel nul]

Soit Ω ⊂ R3 un domaine lipschitzien borné et simplement connexe. Le champ u ∈ L2(Ω)
vérifie curlu = 0 dans Ω si et seulement s’il existe un potentiel scalaire p ∈ H1(Ω), unique
à une constante additive près, tel que u = ∇p.

D’après le théorème 1.1, on peut choisir le potentiel scalaire p dans l’espace H1
0 (Ω) pourvu

que le bord de Ω soit connexe. Dans le cas général où ∂Ω a plusieurs composantes connexes, on
déduit du théorème 1.1 le

Corollaire 1.1.

Soit Ω ⊂ R3 un domaine lipschitzien borné et simplement connexe. Supposons que la fron-
tière ∂Ω de Ω est composée de P+1 composantes connexes, Γ0, . . . ,ΓP . Si u ∈ H0(curl; Ω)
vérifie curlu = 0, alors il existe p ∈ H1(Ω) et des constantes c1, . . . , cP tels que u = ∇p
avec p = 0 sur Γ0 et p = cj sur Γj pour j = 1, . . . , P .

Le théorème suivant caractérise les champs à divergence nulle (cf. [9]).

Théorème 1.2. [Champs à divergence nulle]

Soit Ω ⊂ R3 un domaine lipschitzien borné, simplement connexe et à frontière connexe.
Soit u ∈ L2(Ω). Alors

1. div u = 0 dans Ω si et seulement s’il existe ψ ∈ H1(Ω) tel que

curlψ = u dans Ω,
divψ = 0 dans Ω.

(1.22)

2. div u = 0 dans Ω si et seulement s’il existe ψ ∈ H(curl; Ω) tel que

curlψ = u dans Ω,
divψ = 0 dans Ω,
ψ · n = 0 sur ∂Ω.

(1.23)

3. div u = 0 dans Ω et u · n = 0 sur ∂Ω si et seulement s’il existe ψ ∈ H(curl; Ω) tel
que

curlψ = u dans Ω,
divψ = 0 dans Ω,
ψ × n = 0 sur ∂Ω.

(1.24)

On appelle communément décomposition de Helmholtz une décomposition d’un champ en un
gradient et un rotationnel. Dans le cas d’un domaine simplement connexe à frontière connexe,
cette décomposition peut se formuler ainsi (cf. [83]) :
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Théorème 1.3. [Décomposition de Helmholtz]

Soit Ω ⊂ R3 un domaine lipschitzien borné, simplement connexe et à frontière connexe.
Soit u ∈ L2(Ω). Alors il existe un potentiel scalaire p ∈ H1

0 (Ω) et un potentiel vecteur
A ∈ {u ∈ H(curl; Ω) | div u = 0, γn(u) = 0} tels que

u = curlA +∇p. (1.25)

Dans le cas d’une frontière composée de plusieurs composantes connexe, on peut aisément
reformuler le résultat du théorème 1.3 à l’aide du corollaire 1.1. Le cas d’un domaine non sim-
plement connexe est plus difficile. On trouve des décompositions de Helmholtz pour ce type de
configurations par exemple dans [9, 29, 64, 3].

1.5 Discrétisation

1.5.1 Eléments finis d’arête

La discrétisation en espace des équations de Maxwell se fait habituellement par les éléments
finis d’arête qui sont conformes dansH(curl; Ω). La construction de ces éléments est due à Nédélec
[84], même si on trouve une définition de l’espace des éléments d’ordre 1 chez d’autres auteurs,
en particulier chez Whitney [106]. Comme leur nom indique, les éléments d’arête (d’ordre 1) sont
associés aux arêtes du maillage, contrairement aux éléments finis de Lagrange dont les degrés de
liberté sont situés aux nœuds du maillage. Une présentation des éléments finis d’arête en trois
dimensions d’espace peut être trouvée dans [83] et inclut les éléments d’ordre plus élevé. En vue
des simulations numériques que nous allons présenter dans la suite de ce document, nous donnons
ici un bref aperçu de la construction des éléments d’arête d’ordre 1 en dimensions 2 et 3.

Soit alors Th = (K`)` un maillage de triangles (resp. tétraèdres) du domaine Ω ⊂ Rd où d = 2
(resp. d = 3). Nous supposons que le maillage vérifie les hypothèses habituelles de régularité.
Notons E l’ensemble des arêtes du maillage, et pour toute arête e ∈ E , désignons un vecteur
unitaire τe tangent à e ce qui fixe une orientation de e. Dans la suite, nous écrirons souvent τ à
la place de τe s’il n’y a pas de confusion possible.

L’espace d’approximation locale sur un élément K ∈ Th est le sous-espace de (P1(K))d défini
par

RK =
{
a0 + p

∣∣∣ a0 ∈ Rd, p ∈ (P̃1(K))d tel que p · x = 0
}
. (1.26)

Ici, P̃1(K) =
{
p(x) =

∑d
i=1 aixi | ai ∈ R

}
désigne l’espace des polynômes homogènes de degré 1

et x = (xi)i=1:d est le vecteur des coordonnées dans Rd. On peut noter qu’en dimension 2, RK
est donné par

RK =

{
a0 + b

(
x2

−x1

) ∣∣ a0 ∈ R2, b ∈ R
}
.

L’élément fini d’arête de référence d’ordre 1 est alors le triplet (K̂, P̂ , Σ̂) défini par
• K̂ =

{
x ∈ Rd

∣∣∣ xi ≥ 0 ∀i = 1 : d et
∑d

i=1 xi ≤ 1
}
, le triangle (resp. tétraèdre) de référence,

• P̂ = RK̂ ,

• Σ̂ =
{
`ê : (L1(ê))d → R

∣∣∣ `ê(û) =
∫
ê û · τ̂ dŝ, pour toute arête ê de K̂

}
.

Comme nous travaillons avec des champs de vecteurs, il convient de préciser la transformation
des éléments de RK : soit û ∈ RK̂ et FK la transformation affine de K̂ sur un élément K ∈ Th,
alors

u ◦ FK = (Bt
K)−1û, (1.27)



1.5. DISCRÉTISATION 9

où BK ∈Md(R) désigne la matrice de l’application FK . La formule (1.27) conduit à des formules
de transformation de curlu qui diffèrent selon la dimension d’espace. Ainsi, on a

2D : curlu =
1

det(BK)
ˆcurlû, (1.28)

3D : curlu =
1

det(BK)
BK ˆcurlû. (1.29)

On montre que pour tout û ∈ RK̂ , le champ u◦FK appartient à RK . On a également l’invariance
des degrés de liberté : ∫

e
u · τ ds =

∫
ê
û · τ̂ dŝ, (1.30)

ce qui permet la définition de l’élément fini d’arête (K,RK ,ΣK) dans le plan physique où

ΣK =

{
`e : (L1(e))d → R

∣∣∣∣ `e(u) =

∫
e
u · τ ds, pour toute arête e de K

}
.

Le triplet (K,RK ,ΣK) vérifie la propriété d’unisolvance et conduit à l’espace de discrétisation

Xedge
h =

{
u ∈ H(curl; Ω)

∣∣ u|K ∈ RK ∀K ∈ Th} .
Les fonctions de base (we)e∈E de Xedge

h sont définies par{
we|K ∈ RK ∀K ∈ Th,
`e′(we) = δee′ .

Sur chaque élément K ∈ Th, nous sommes en mesure de définir l’interpolée locale rKu d’un
champ u suffisamment régulier comme l’unique élément de RK vérifiant

`e(u− rKu) = 0 pour toute arête e de K. (1.31)

L’interpolée globale rhu ∈ Xedge
h est alors donnée élément par élément par

(rhu)|K = rKu|K ∀K ∈ Th. (1.32)

Nous avons
rhu =

∑
e∈E

`e(u)we

pour tout champ u pour lequel `e(u) est bien défini quelle que soit l’arête e.
Sur un maillage régulier de paramètre h = maxK∈Th diam(K), on montre (cf. [83], Théorème

5.41) que l’erreur d’interpolation u− rhu vérifie l’estimation

‖u− rhu‖H(curl;Ω) . h (‖u‖1,Ω + ‖ curlu‖1,Ω) (1.33)

pour tout champ u ∈ H1(Ω) à rotationnel dans H1(Ω).

1.5.2 Décomposition de Helmholtz discrète

Nous avons vu (Théorème 1.3) que tout champ de L2(Ω) se décompose en un potentiel vecteur
à divergence nulle et le gradient d’un potentiel scalaire. Dans cette section, nous développons
brièvement les outils qui permettent d’obtenir une décomposition analogue au niveau discret.

Soit l’espace de discrétisation des éléments finis de Lagrange de type P1,

Uh =
{
ph ∈ H1(Ω)

∣∣ ph|K ∈ P1(K) ∀K ∈ Th
}

(1.34)
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et son sous-espace
Sh = Uh ∩H1

0 (Ω) (1.35)

qui contient la condition aux limites de Dirichlet. Nous avons (cf. [83], Théorème 5.49)

∇Uh ⊂ Xedge
h

ce qui permet d’écrire la décomposition

Xedge
h = Xedge,0

h

⊥
⊕ ∇Sh, (1.36)

où l’orthogonalité de la décomposition s’entend au sens du produit scalaire (·, ·)ε = (ε·, ·). Nous
obtenons le

Théorème 1.4. [Décomposition de Helmholtz discrète]
Tout champ uh ∈ Xedge

h s’écrit
uh = uh,0 +∇ph

avec ph ∈ Sh et uh,0 ∈ Xedge
h est tel que

(εuh,0,∇qh) = 0 ∀qh ∈ Sh. (1.37)



Chapitre 2

Méthodes pour matériaux composites –
Comment tenir compte des singularités géométriques en

électromagnétisme

2.1 Introduction

Ce chapitre résume la partie de mes travaux dont la thématique est issue de ma thèse. Il
concerne les publications

[LN00] S. Lohrengel et S. Nicaise, Les équations de Maxwell dans des matériaux compo-
sites : problèmes de densité, C. R. Acad. Sc. Paris, Série I 330 (2000), pp. 991–996.

[HL02] C. Hazard et S. Lohrengel, A singular field method for Maxwell’s equations :
numerical aspects for 2D magnetostatics, SIAM J. Numer. Anal. 40, 3 (2002), pp. 1021–
1040.

[LN02] S. Lohrengel et S. Nicaise, Singularities and density problems for composite ma-
terials in electromagnetism, Commun. PDE 27, 7&8 (2002), pp. 1575–1623.

[LN07] S. Lohrengel et S. Nicaise, A discontinuous Galerkin method on refined meshes for
the 2D time-harmonic Maxwell equations in composite materials, J. Comput. Appl. Math.
206 (2007), pp. 27–54.

[CLLN10] P. Ciarlet Jr., F. Lefèvre, S. Lohrengel et S. Nicaise, Weighted regulari-
zation for composite materials in electromagnetism, M2AN Math. Meth. Numer. Anal. 44
(2010), no. 1, pp. 75–108.

Nous considérons ici le cas où le champ électromagnétique se propage dans un domaine
composé de plusieurs matériaux homogènes. Lorsque les sous-domaines occupés par les différents
matériaux sont des polyèdres dans R3, le champ électromagnétique présente des singularités
aux coins et aux arêtes des interfaces. On trouve une description détaillée du comportement
asymptotique du champ électromagnétique en présence d’interfaces dans [45].

La stratégie la plus simple pour prendre en compte numériquement les singularités d’un champ
consiste à raffiner le maillage du domaine de calcul au voisinage des singularités géométriques.
Dans la plupart des codes commerciaux, ceci se fait par une adaptation automatique du maillage.
Néanmoins, dans certains cas cette stratégie est vouée à l’échec, et c’est notamment le cas lorsque
l’on discrétise les équations de Maxwell (plus précisément une formulation régularisée de celles-ci)
par éléments finis de Lagrange conformes dans H1. Expliquons brièvement l’origine du problème
dans le cas de coefficients ε et µ constants ce qui représente un matériau homogène.

Suivant les idées de Werner [105] et Leis [71], Hazard et Lenoir ont démontré dans [62] que le
problème en régime harmonique (1.20) admettait une formulation régularisée qui s’écrit comme

11
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suit :
Trouver E ∈ H0(curl; Ω) ∩H(div; Ω) tel que
(µ−1 curlE, curlF) + (div E,div F) + (εσE,F) = iω(Js,F)

∀F ∈ H0(curl; Ω) ∩H(div; Ω) .
(2.1)

Il est à noter qu’à la différence du problème (1.20), la contrainte div E = 0 ne figure plus
dans l’espace fonctionnel de la formulation. On la retrouve de façon implicite en prenant dans
(2.1) des champs test qui sont des gradients. La discrétisation de (2.1) par éléments finis de
Lagrange conformes dans H1 conduit alors à une méthode qui converge vers la solution du
problème physique (1.20) si et seulement si le domaine Ω est régulier ou convexe. Lorsque Ω
est un polygone ou polyèdre non convexe, la méthode des éléments finis de Lagrange converge
toujours, mais la limite n’est pas la solution des équations de Maxwell . . . . En effet, on peut
établir une deuxième formulation régularisée, posée cette fois sur l’espace des champs ’réguliers’

VR =
{
u ∈ H1(Ω) | γtu = 0 sur ∂Ω

}
.

D’après les résultats de [41], VR est un sous-espace fermé deH0(curl; Ω)∩H(div; Ω) qui ne coïncide
avec ce dernier que dans le cas où le domaine Ω est régulier ou lipschitzien et convexe. Lorsque Ω
est un polygone non convexe, on peut déterminer explicitement des champs localisés au voisinage
des coins rentrants qui sont dans H0(curl; Ω)∩H(div; Ω), mais pas dans VR. La solution discrète
obtenue par la méthode des éléments finis de Lagrange, converge dans H1(Ω) vers la solution ER

de la formulation posée sur VR, tandis que la solution physique qui représente le champ électrique
appartient à H0(curl; Ω) ∩ H(div; Ω). Un raffinement du maillage améliore la convergence vers
la solution parasite ER sans jamais approcher la solution physique, le problème venant du fait
que l’espace des champs réguliers n’est pas dense dans l’espace H0(curl; Ω) ∩ H(div; Ω) de la
formulation (2.1). L’étude approfondie de la coexistence de deux formulations variationnelles
régularisées a fait l’objet de ma thèse. Afin de remédier au problème de la non-densité, l’idée
de la méthode du champ singulier [22, 63] ou du complément singulier [14, 15, 16] consiste à
rajouter explicitement une base du supplémentaire de VR à l’espace de discrétisation ce qui est
possible de façon exacte en 2D car le supplémentaire est alors de dimension finie.

Nous regroupons dans ce chapitre les résultats obtenus dans le cadre des matériaux composites
pour trois catégories de méthodes. Dans la section 2.3, nous discutons l’utilisation de la méthode
des éléments finis de Lagrange et son éventuelle augmentation par des champs singuliers dans
le cas de la condition d’impédance. La section 2.4 présente une alternative à la méthode des
champs singuliers avec la méthode de régularisation à poids. Cette méthode a été introduite
par Costabel et Dauge pour des matériaux homogènes avec condition de conducteur parfait
[44]. Nous avons généralisé ces travaux aux matériaux composites avec prise en compte d’une
condititon d’impédance. Finalement, nous présentons dans la section 2.5 des travaux relatifs à
une méthode de Galerkin discontinue pour laquelle nous montrons qu’un raffinement adéquat du
maillage permet de récupérer un ordre de convergence optimal malgré la présence de singularités
internes et externes.

2.2 Le problème modèle

2.2.1 La géométrie des matériaux composites

Dans cette section, nous fixons la géométrie et les notations qui décrivent les matériaux
composites auxquelles nous nous intéresserons dans la suite.

Soit Ω un ouvert borné de Rd avec d = 2 ou 3. Nous supposons que Ω est un polygone (d = 2)
ou un polyèdre lipschitzien (d = 3) ce qui implique que son bord ∂Ω est composé de segments
(d = 2) ou de faces planes (d = 3). Par ailleurs, nous ne considérons ici que des domaines
connexes et simplement connexes dont le bord est connexe.
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Dans le cas de matériaux composites, les coefficients électromagnétiques sont des fonctions
constantes par morceaux. Ils définissent alors une partition P de Ω en sous-domaines Ω1, . . . ,ΩJ

de sorte que

ε(x) = εj > 0, et µ(x) = µj > 0 sur Ωj pour tout j = 1, . . . , J.

Notons que nous nous limitons ici au cas de matériaux diélectriques pour lesquelles la conductivité
σ s’annule identiquement sur tout le domaine.

Nous supposons que chaque sous-domaine Ωj est lui-même un polygone (d = 2) ou polyèdre
lipschitzien (d = 3), et nous désignons par Fjk les arêtes ou faces de ∂Ωj∩∂Ωk. Nous introduisons
les ensembles Fint et Fext des faces intérieures (contenues dans Ω) et extérieures (contenues dans
∂Ω.

Afin de pouvoir traiter simultanément la condition du conducteur parfait et la condition
d’impédance, considérons une partition du bord ∂Ω en deux ensembles {ΓD,ΓI} de sorte que

ΓD ∪ ΓI = ∂Ω,
◦
ΓD ∩

◦
ΓI= ∅,

ΓD est connexe.
(2.2)

Ceci induit une partition de Fext en FD = {F ∈ Fext | F ⊂ ΓD } et FI = {F ∈ Fext | F ⊂ ΓI }.
Notons que l’un ou l’autre ensemble de la partition peut être vide.

Espaces fonctionnels relatifs à la partition en sous-domaines

Pour une fonction u ∈ L2(Ω), notons uj = u|Ωj sa restriction au sous-domaine Ωj . La
formulation des résultats de ce chapitre fera intervenir des espaces de fonctions régulières par
morceaux qui sont définis par rapport à la partition P de Ω en sous-domaines :

PHs(Ω;P) =
{
u ∈ L2(Ω) | uj ∈ Hs(Ωj) ∀j = 1, . . . , JS

}
. (2.3)

De la même façon, on notera par PH s(Ω;P) les champs de régularité Hs par morceaux.

2.2.2 Formulation variationnelle classique

Rappelons que le champ Js est à divergence nulle dans Ω :

div Js = 0 dans Ω. (2.4)

Nous cherchons le champ électrique E, solution du problème

curlµ−1 curlE− ω2εE = iωJs dans Ω, (2.5a)
E× n = 0 sur ΓD, (2.5b)
n× (E× n) + λµ−1 curlE× n = 0 sur ΓI . (2.5c)

En prenant la divergence de l’équation (2.5a), nous remarquons que toute solution de (2.5) vérifie
div(εE) = 0 dans Ω.

La formulation variationnelle du problème (2.5) est alors donnée sur l’espace fonctionnel

V0 =
{
u ∈ H(curl; Ω)

∣∣ div(εu) = 0 dans Ω; u× n = 0 sur ΓD; u× n ∈ L2(ΓI)
}

(2.6)

par {
Trouver E ∈ V0 tel que
a0(E,F)− ω2(εE,F) = iω(Js,F) ∀F ∈ V0.

(2.7)
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Ici, a0(·, ·) est la forme sesquilinéaire

a0(u, v) =

∫
Ω
µ−1 curlu · curl v dx−

∫
ΓI

λ−1(u× n) · (v× n) ds. (2.8)

L’injection de V0 dans L2(Ω) étant compacte (cf. [104]), le problème (2.7) rentre dans le
cadre de l’alternative de Fredholm. Il admet donc une solution unique dans V0 pourvu que ω2

n’appartienne pas au spectre discret σ(curl, div ε0) de l’opérateur associé. Il est à noter que le
spectre est réduit à l’ensemble vide si la partie ΓI est de mesure non nulle car on démontre alors
que le problème (2.7) admet une solution unique. En effet, supposons que deux solutions E1 et
E2 de (2.7) existent. Leur différence e = E1 −E2 est alors solution du problème homogène et il
vient que

a0(e, e)− ω2(εe, e) = 0.

En prenant la partie imaginaire de l’expression ci-dessus, on trouve∫
ΓI

Imλ

|λ2|
|e× n| dσ = 0

et donc e × n = 0 sur ΓI . Ceci permet d’étendre e par 0 à l’extérieur de Ω au voisinage d’un
point de ΓI . On conclut par le principe de prolongement analytique que e ≡ 0 (cf. [83]).

2.2.3 Singularités du problème scalaire de transmission

Nous rappelons ici les singularités de l’opérateur scalaire de transmission ∆ε de domaine

D
(
∆Dir
ε [L2(Ω)]

)
=
{
u ∈ H1

0 (Ω)
∣∣ div (ε∇u) ∈ L2(Ω)

}
(2.9)

défini par

(−∆Dir
ε [L2(Ω)]u, v) =

∫
Ω
ε∇u · ∇v dx ∀v ∈ H1

0 (Ω). (2.10)

On réfère à [86, 88] pour une description détaillée de l’opérateur de transmission.

Singularités en 2D

Nous introduisons l’ensemble S des sommets appartenant à au moins un sous-domaine Ωj .
Nous distinguons entre les sommets extérieurs,

Sext = {S ∈ S | S ∈ ∂Ω} ,

et intérieurs,
Sint = S \ Sext.

Soit S ∈ Sext un sommet extérieur appartenant aux sous-domaines Ω1, . . . ,ΩJS . Pour j ∈
{1, . . . , JS}, notons ωj l’angle de Ωj en S et posons σ0 = 0 et σj = σj−1 + ωj .

Alors, λ ∈ R appartient à l’ensemble des exposants singuliers Λε,S si le problème

Φ′′λ,j + λ2Φλ,j = 0 dans ]σj−1, σj [, j = 1, . . . , JS , (2.11a)
Φλ,j(0) = Φλ,j(σJS ) = 0, (2.11b)
[Φλ]σj−1 = [εΦ′λ]σj−1 = 0, j = 1, . . . , JS − 1. (2.11c)

admet une solution non nulle Φλ ∈ H1
0 (]0, σJS [), Φλ = (Φλ,j)

JS
j=1. Ici, [ϕ]σj−1 désigne le saut de

la quantité ϕ à travers σj−1, et si (rS , θS) sont les coordonnées polaires locales relatif à S, les
demi-axes θS = σj contiennent l’arête de Ωj ayant S pour extrémité (cf. Figure 2.1).
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Figure 2.1 – Sous-domaines ayant S pour sommet.

Lorsque S ∈ Sint est un sommet intérieur de Ω, nous remplaçons les conditions de Dirichlet
(2.11b) par les conditions de transmission

Φλ,1(0) = Φλ,JS (2π) et ε1Φ′λ,1(0) = εJSΦ′λ,JS (2π). (2.12)

Notons que λ est répété dans ΛDir
ε,S selon sa multiplicité. On peut montrer [88] que pour S ∈ Sext,

λ est nécessairement de multiplicité 1.
A chaque exposant singulier λ ∈ ΛDir

ε,S , est maintenant associée une fonction singulière

Sλ,S(rS , θS) = ηS(rS)rλSΦλ(θS) (2.13)

où ηS est une fonction de troncature régulière telle que ηS ≡ 1 au voisinage de S et ηS ≡ 0
au voisinage des autres sommets. On remarquera que Sλ,S ∈ H1(Ω) pour λ > 0 tandis que
Sλ,S 6∈ PHλ+1(Ω;P) ce qui implique en particulier que Sλ,S 6∈ PH2(Ω;P) pour tout λ < 1.

Singularités en 3D

Dans une configuration 3D, les singularités géométriques sont les arêtes E et les sommets S
des sous-domaines Ωj . On désigne par Sext (resp. Eext) les sommets (resp. les arêtes) situés sur
le bord ∂Ω, et par Sint (resp. Eint) ceux situés à l’intérieur du domaine Ω.

Au voisinage d’un sommet S ∈ S, les coordonnées locales sont naturellement les coordonnées
sphériques (rS , σS) centrées en S. Soient ΓS le cône polyédral qui coïncide avec Ω au voisinage
de S, et GS l’intersection de ΓS avec la sphère unité. A toute arête e ∈ E ayant pour extrémité
le sommet S correspond alors un sommet de GS , noté Se.

L’ensemble ΛDir
ε,S des exposants singuliers est lié aux valeurs propres de l’opérateur de Laplace-

Beltrami Lε,S définie sur VS = H1
0 (GS) (resp. VS = H1(GS) si S ∈ Sint) par la forme quadratique

aS(u, v) =

∫
GS

ε∇Tu · ∇T v dσ.

Lε,S étant un opérateur auto-adjoint positif d’inverse compacte, son spectre est constitué d’une
suite croissante de nombres non négatifs 0 ≤ ν1 ≤ ν2 ≤ . . .. Soient (Φj)j∈N ∈ VS les fonctions
propres associées. Nous posons alors

ΛDir
ε,S =

{
−1

2
+

√
νj +

1

4
| j ∈ N, νj > 0

}
.

Pour λ ∈ ΛDir
ε,S , notons Φλ la fonction propre Φj pour laquelle λ = −1

2 +
√
νj + 1

4 . Les fonctions
singulières relatives au sommet S sont alors données par

Sλ,S = ηS(rS)rλSΦλ(σS), pour λ ∈ ΛDir
ε,S (2.14)

avec une fonction de troncature ηS ≡ 1 au voisinage de S.
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Soit maintenant e ∈ E une arête (intérieure ou extérieure) de Ω d’angle diédral ωe (ωe = 2π
pour e ∈ Eint). Au voisinage de e, nous choisirons comme coordonnées locales les coordonnées
cylindriques (re, θe, ze) où

−−→
Oze désigne l’axe qui supporte l’arête e. Fixons alors Re > 0 and

he > 0 de sorte que le dièdre

De = Ωe × R,

coïncide avec Ω pour ze ∈]− he, he[ et ne contienne aucune autre singularité géométrique (arête
ou sommet). Le domaine bidimensionnel Ωe du dièdre est le secteur de rayon Re et d’angle ωe :

Ωe = {(re cos θe, re sin θe) | 0 < re < Re, 0 < θe < ωe } .

Notons Fe,0 = Γe,0 × R (resp. Fe,ω = Γe,ω × R) les faces de De contenant l’arête e avec Γe,0 et
Γe,ω les segments de ∂Ωe formant l’angle ωe.

Au voisinage de e, les coefficients ε et µ ne dépendent que de la variable angulaire θe. La
partition P de Ω induit alors naturellement une partition Pe de Ωe en sous-domaines Ωe,j sur
lesquels ε et µ sont constants : on pose

εe,j = εj et
µe,j = µj

sur Ωe,j . A l’arête e de Ω correspond un sommet S de la section Ωe. Les coefficients singuliers
relatifs à l’arête e sont alors induits par ceux du sommet S :

ΛDir
ε,e = ΛDir

ε,S

où ΛDir
ε,S est l’ensemble des valeurs propres du problème (2.11) défini ci-dessus.

2.2.4 Singularités duales

L’espace des singularités duales a été introduit par Grisvard dans [59, 60] pour le Laplacien
en milieu homogène. La définition a été adaptée au cas des milieux composites dans [86]. L’espace
Nε,Dir est alors défini comme l’orthogonal de l’image fermée dans L2(Ω) de l’espace PH2(Ω;P)∩
H1

0 (Ω) par l’opérateur ∆Dir
ε : une fonction g ∈ L2(Ω) appartient à Nε,Dir si et seulement si

(g,∆εu) = 0 ∀u ∈ PH2(Ω;P) ∩ D(∆Dir
ε [L2(Ω)]). (2.15)

Pour la caractérisation des singularités au voisinage des arêtes dans un domaine tridimensionnel,
il est utile d’introduire l’espace des singularités duales relatif à un paramètre ξ ∈ R. Une fonction
g ∈ L2(Ω) appartient à Nε,Dir,ξ si et seulement si

(g, (∆ε − εξ2I)u) = 0 ∀u ∈ PH2(Ω;P) ∩ D(∆Dir
ε [L2(Ω)]). (2.16)

On montre (cf. [86], Lemme 2.14) que tout élément g ∈ Nε,Dir,ξ est solution du problème homo-
gène suivant

∆g − ξ2g = 0 dans Ωj , ∀j, (2.17a)

g = 0 dans H̃−1/2(F ) ∀F ∈ Fext, (2.17b)
[g] = 0 dans H̃−1/2(F ) ∀F ∈ Fint, (2.17c)
[ε∂ng] = 0 dans H̃−3/2(F ) ∀F ∈ Fint. (2.17d)
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2.3 Dans l’esprit de la méthode du champ singulier

Nous nous intéressons dans cette section à la question si oui ou non, le problème modèle (2.5)
peut être discrétisé par éléments finis de Lagrange, qualifiés aussi d’éléments finis nodaux par
rapport aux éléments finis d’arête. La première étape dans une telle entreprise consiste à refor-
muler le problème sous forme d’un problème régularisé. Nous préciserons le cadre fonctionnel du
problème régularisé dans le paragraphe 2.3.1. La méthode des éléments finis nodaux en tant que
méthode de Galerkin ne peut converger que si la suite des espaces de discrétisation converge dans
un certain sens vers l’espace fonctionnel W de la formulation variationnelle. Cette convergence
repose sur la densité des champs réguliers dans l’espace W . Nous adressons ces questions de den-
sité dans le paragraphe 2.3.2 et discutons les conséquences des résultats sur le plan numérique
dans §2.3.3.

2.3.1 Le problème régularisé

La formulation variationnelle du problème régularisé est donnée sur l’espace

W =
{
u ∈ H(curl; Ω)

∣∣ div(εu) ∈ L2(Ω); u× n = 0 sur ΓD; u× n ∈ L2(ΓI)
}

(2.18)

par {
Trouver E ∈W tel que
a(E,F)− ω2(εE,F) = iω(Js,F) ∀F ∈W. (2.19)

Ici, la forme sesquilinéaire a(·, ·) est définie sur W ×W par

a(u, v) =

∫
Ω
µ−1 curlu · curl v dx + s

∫
Ω

div(εu) div(εv) dx−
∫

ΓI

λ−1(u× n) · (v× n) ds

pour un paramètre s > 0 donné.
En ce qui concerne l’équivalence entre les problèmes (2.7) et (2.19), supposons dans un premier

temps que ω2 n’appartient pas au spectre sp(curl,div ε0) de sorte que le problème classique (2.7)
admette une solution unique E ∈ V0. E appartient à l’espace fonctionnel du problème régularisé,
W , et il vient que

a(E,F) = a0(E,F)

pour tout champ F ∈ W puisque div(εE) = 0 dans Ω ce qui annule le terme supplémentaire
s
∫

Ω div(εu) div(εv) dx. Grâce à une décomposition de Helmholtz de F, on montre ensuite que
E est également solution du problème régularisé (2.19). On montre de la même façon que tout
élément propre (ω2,E) ∈ sp(curl, div ε0) × V0 est un élément propre du problème régularisé.
Ainsi,

sp(curl, div ε0) ⊂ sp(curl,div ε).

Réciproquement, soit ω2 ∈ sp(curl,div ε) et soit E ∈W une fonction propre associée à ω2,

a(E,F) = ω2(εE,F) ∀F ∈W.

En prenant F = ∇ϕ avec ϕ ∈ H1
0 (Ω) tel que ∆εϕ ∈ L2(Ω), on voit que(

div(εE), s∆εϕ+ ω2ϕ
)

= 0.

Si ω2 n’appartient pas au spectre de l’opérateur −s∆ε avec condition de Dirichlet sur Γ, alors la
solution E du problème régularisé vérifie div(εE) = 0. Par conséquent, le couple (ω2,E) est un
élément propre du problème classique ce qui montre

sp(curl,div ε) \ sp(−s∆ε) ⊂ sp(curl,div ε0).

En conclusion, les ensembles sp(curl, div ε0) et sp(curl, div ε) coïncident en dehors du spectre de
l’opérateur −s∆ε. On peut noter que pour une pulsation ω donnée, on peut ajuster le paramètre
s devant le terme régularisant (div(ε·), div(ε·)) pour que ω2 soit plus petit que la plus petite
valeur propre de l’opérateur −s∆ε.
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2.3.2 Résultats de densité

Les questions qui nous intéressent dans cette section sont les suivantes : le sous-espace de W
formé par les champs réguliers par morceaux, WR = PH 1(Ω;P) ∩W , est-il dense dans W ou
pas ? S’il n’est pas dense, quels sont les champs dans le supplémentaire de son adhérence ?

Pour ΓI = ∅, nous savons [45] queWR est un sous-espace fermé deW et qu’il existe des champs
singuliers sλ ∈ W , générés par les gradients des fonctions singulières, qui n’appartiennent pas
à WR. La situation peut être différente au voisinage des sommets et arêtes de ΓI . En effet, il a
été démontré dans [38, 76, 42] que WR était dense dans W dans le cas d’un matériau homogène
de permittivité ε constante sur Ω. Ici, nous nous intéressons au comportement asymptotique du
champ électrique au voisinage des sommets et arêtes de ΓI pour un matériau composite. Notons
également que l’article [77] dont nous résumons les résultats, se limite au cas d’une condition
d’impédance sur toute la frontière Γ, autrement dit ΓD = ∅. Pour ce mémoire, nous avons
adapté les résultats au cas d’une condition aux limites mixte pour laquelle meas(ΓD) > 0 et
meas(ΓI) > 0. Dans la suite, nous distinguons entre les sommets et arêtes du bord de Dirichlet

SD =
{
S ∈ Sext

∣∣∣ S ∈ ◦ΓD} , ED =
{
e ∈ Eext

∣∣∣ e ∈ ◦ΓD} , (2.20)

et ceux du bord d’impédance

SI = Sext \ SD, EI = Eext \ ED. (2.21)

Il est à noter que les sommets et arêtes dits “de Dirichlet” sont situés à l’intérieur du bord de
Dirichlet.

La démarche qui permet de répondre aux questions ci-dessus se résume comme suit :
1. Identifier l’espace des potentiels scalaires H et son sous-espace des potentiels réguliers par

morceaux, HR.
2. Montrer que la densité de WR dans W équivaut à la densité de HR dans H.
3. Caractériser les éléments dans un éventuel supplémentaire Oε de HR dans H.
4. Montrer qu’à chaque élément de Oε correspond une singularité duale de trace normale

régulière.
5. Conclure.

Potentiels scalaires

Selon la notion de potentiels scalaires de la section 1.4, nous devons identifier les champs
de l’espace W à rotationnel nul. Soit alors F ∈ W tel que curlF = 0 dans Ω. Puisque Ω est
simplement connexe, il existe une fonction ϕ ∈ H1(Ω) telle que F = ∇ϕ. Comme ΓD est connexe,
on peut choisir ϕ tel que ϕ = 0 sur ΓD. On a ∆εϕ = div(εF) ∈ L2(Ω) et γt(∇ϕ) ∈ L2(ΓI) ce qui
implique que le gradient surfacique de ϕ appartient à L2(ΓI). Par conséquent, ϕ|ΓI ∈ H

1(ΓI)

puisque ϕ admet une trace dans H1/2(∂Ω) en tant que élément de H1(Ω). Finalement, on déduit
du fait que ϕ s’annule sur ΓD que ϕ|ΓI ∈ H

1
0 (ΓI) car ∂ΓI = ∂ΓD.

Nous définissons alors l’espace des potentiels scalaires H comme suit :

H =
{
ϕ ∈ H1

0,ΓD
(Ω)

∣∣ ∆εϕ ∈ L2(Ω), ϕ|ΓI ∈ H
1
0 (ΓI)

}
. (2.22)

Notons que le potentiel scalaire est défini de façon unique dans H puisque ΓD est supposé de
mesure non nulle. Dans [77], nous avons traité le cas ΓI = ∂Ω. L’unicité du potentiel scalaire est
garantie par l’introduction d’une forme linéaire ` définie sur H1(ΓI) telle que `(1) 6= 0. L’espace
des potentiels scalaires s’écrit alors

H =
{
ϕ ∈ H1(Ω)

∣∣ ∆εϕ ∈ L2(Ω), ϕ|ΓI ∈ H
1(ΓI), `(ϕ) = 0

}
. (2.23)



2.3. DANS L’ESPRIT DE LA MÉTHODE DU CHAMP SINGULIER 19

Sur H, on montre que l’application

ϕ ∈ H 7−→ |ϕ|H =

‖∆εϕ‖20,Ω +
∑
F∈FI

‖∇Tϕ‖20,F

1/2

(2.24)

définit une norme équivalente à la norme canonique.

Réduction à un problème scalaire

Le résultat principal de cette section est une décomposition des champs de l’espaceW en une
partie régulière et une partie singulière dérivant d’un potentiel scalaire ϕ ∈ H. Plus précisément,
cette décomposition s’énonce de la façon suivante :

Théorème 2.1. [Théorème de décomposition dans W ]

Soit E ∈W . Alors il existe G ∈ PH 1(Ω;P) ∩W et ϕ ∈ H tels que

E = G +∇ϕ dans Ω. (2.25)

Par ailleurs, G et ϕ vérifient l’estimation

‖G‖PH 1(Ω;P) + ‖ϕ‖H . ‖E‖W . (2.26)

Le Théorème 2.1 permet de définir une application Φ qui à un champ E ∈ W associe un
potentiel scalaire ϕ = Φ(E) de sorte que

E−∇(Φ(E)) ∈ PH 1(Ω;P) ∩W, (2.27)
Φ(∇ϕ) = ϕ ∀ϕ ∈ H. (2.28)

L’application Φ est continue et surjective d’après les assertions du Théorème 2.1. Par ailleurs,
l’image d’un champ régulier E ∈ PH 1(Ω;P) ∩W appartient à l’espace des potentiels réguliers
PH2(Ω;P) ∩H :

Φ(PH 1(Ω;P) ∩W ) ⊂ PH2(Ω;P) ∩H.

Ces propriétés permettent de démontrer le

Théorème 2.2. [Réduction à un problème scalaire]
L’espace des champs de vecteurs PH 1(Ω;P) ∩ W est dense dans W si et seulement si
l’espace des potentiels scalaires PH2(Ω;P) ∩H est dense dans H.

Un supplémentaire de PH2(Ω;P) ∩H

Afin de donner une réponse à la question si oui ou non, l’espace HR = PH2(Ω;P) ∩ H est
dense dans H, nous allons étudier un supplémentaire de HR dans H. Pour cela, considérons le
sous-espace H0 de H définit par

H0 =
{
u ∈ H

∣∣ u|F ∈ H1
0 (F ) ∀F ∈ FI

}
.

On montre facilement que toute fonction u ∈ H se décompose en une fonction de H0 et une
somme finie de fonctions régulières dont le support est concentré au voisinage des singularités
géométriques. Par conséquent, tout supplémentaire de PH2(Ω;P) ∩H0 est un supplémentaire de
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HR. Définissons alors l’orthogonal de PH2(Ω;P) ∩H0 pour le produit scalaire associé à la norme
| · |H de H : une fonction f ∈ H0 appartient à O si et seulement si

(∆εf,∆εu) +
∑
F∈FI

(∇T f,∇Tu)F = 0 ∀u ∈ H0,R (2.29)

où H0,R = PH2(Ω;P) ∩H0.

Caractérisation des éléments de O

Ce paragraphe résume les résultats des Propositions 4.3 et 5.7 de [LN02].
Soit f ∈ O et notons g = ∆εf ∈ L2(Ω). Puisque PH2(Ω;P) ∩H1

0 (Ω) ⊂ H0,R, nous obtenons
immédiatement que g est une singularité duale (cf. la relation (2.15) qui définit l’espace Nε,Dir).
En tant qu’élément deNε,Dir, g admet une dérivée normale au sens H̃−3/2(F ) pour tout F ∈ Fext.
Mais comme f|F ∈ H1

0 (F ) pour F ∈ FI , la relation d’orthogonalité (2.29) permet d’identifier

ε∂ng = −∆T f ∈ H−1(F ) ∀F ∈ FI . (2.30)

Finalement, nous avons montré qu’à chaque élément de O correspond une singularité duale
g ∈ Nε,Dir admettant une trace de dérivée normale dans H−1(F ) pour F ∈ FI (au lieu de
H̃−3/2(F )). Le développement asymptotique des singularités duales au voisinage des sommets et
arêtes permettra ensuite de décider si oui ou non un tel élément peut exister sans être réduit à
0.

Conclusion

Nous expliquons notre démarche dans le cas d’un polygone. Le cas d’un polyèdre de R3 est
techniquement plus difficile, mais suit les mêmes idées.

Sous la condition technique 1 6∈ ΛDir
ε,S , nous pouvons exhiber une base de Nε,Dir permettant

de décrire le comportement de g ∈ Nε,Dir au voisinage d’un sommet S ∈ S :

g ≈
∑

λ∈ΛDir
ε,S∩]0,1[

cλ,Sr
−λ
S Φλ(θS) (2.31)

où les fonctions Φλ ont été définies au paragraphe 2.2.3. Soit maintenant S un sommet de ΓI .
Alors, d’après (2.30), ε∂ng ∈ H−1(F ) pour au moins une arête ayant S pour sommet. Par le
développement (2.31), nous obtenons

ε∂ng ≈
∑

λ∈ΛDir
ε,S∩]0,1[

cλ,Sr
−λ−1
S .

Or, r−λ−1
S ∈ H−1(F ) si et seulement si λ < 1/2 ce qui implique que les coefficients cλ,S corres-

pondant à λ ≥ 1/2 doivent s’annuler. Si l’ensemble ΛDir
ε,S ne contient pas d’exposants singuliers

entre 0 et 1/2, alors la fonction g est régulière au voisinage de S. Pour les sommets du bord
ΓD ainsi que les sommets intérieurs, par contre, on retiendra tous les termes du développement
asymptotique (2.31). En conclusion, nous obtenons les résultats suivants (Théorèmes 4.4, 4.8 et
5.1 de [LN02]) :
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Théorème 2.3. [Résultat de densité et singularités 2D]

Supposons que 1 6∈ ΛDir
ε,S pour tout S ∈ S. Si

ΛDir
ε,S∩]0, 1/2[= ∅ ∀S ∈ SI et ΛDir

ε,S∩]0, 1[= ∅ ∀S ∈ SD, (2.32)

alors HR est dense dans H (et WR est donc dense dans W ). Sinon, tout E ∈W s’écrit

E = ER +
∑

S∈SD∪Sint

∑
λ∈ΛDir

ε,S∩]0,1[

cλ,S∇Sλ,S +
∑
S∈SI

∑
λ∈ΛDir

ε,S∩]0,1/2[

cλ,S∇Sλ,S

avec ER ∈WR.

Théorème 2.4. [Résultat de densité 3D]

Supposons que 1/2 6∈ ΛDir
ε,S pour tout sommet S ∈ S et 1 6∈ ΛDir

ε,e pour toute arête e ∈ E. Si

ΛDir
ε,S∩]0, 1/2[= ∅ ∀S ∈ Sint ∪ SD (2.33)

et
ΛDir
ε,e ∩]0, 1/2[= ∅ ∀e ∈ EI et ΛDir

ε,e ∩]0, 1[= ∅ ∀e ∈ ED ∪ Sint (2.34)

alors HR est dense dans H (et WR est donc dense dans W ).

Si l’une des hypothèses (2.33) ou (2.34) n’est pas vérifiée, on peut construire explicitement
des éléments de W qui n’appartiennent pas à WR et ne peuvent donc pas être approchés par des
champs réguliers. A titre d’exemple, nous déterminons un champ singulier associé à une arête
e ∈ EI pour laquelle ΛDir

ε,e ∩]0, 1/2[ n’est pas vide. Soit alors λ ∈ ΛDir
ε,e ∩]0, 1/2[ et soit χ = χ(z)

une fonction régulière définie sur l’arête e qui s’annule aux extrémités de e. Soit finalement S le
sommet de la section Ωe correspondant à l’arête e. Alors le champ

Ee,λ = ∇ (χ(z)ηS(rS)Sλ,S(rS , θS))

n’appartient pas à WR.
On peut noter que les théorèmes 2.3 et 2.4 recouvrent les résultats de [38, 77] établis pour un

matériau homogène et une condition d’impédance sur tout le bord : lorsque ΓD = ∅ et ε ≡ const.,
les conditions (2.32), (2.33) et (2.34) sont toujours satisfaites ce qui implique que WR est dense
dansW . D’un autre côté, on peut définir explicitement des matériaux composites pour lesquelles
la condition ΛDir

ε,S∩]0, 1/2[= ∅ est violée de sorte que WR ne soit pas dense dans W (cf. [45]).

2.3.3 Conséquences sur le plan numérique et conclusion

Les résultats de densité des théorèmes 2.3 et 2.4 jouent un rôle important dans le choix
d’une méthode de discrétisation. De par son caractère elliptique, le problème régularisé (2.19) se
prête à une discrétisation par éléments finis nodaux. En effet, ces éléments finis étant conformes
dans H1, l’espace de discrétisation associé est un sous-espace de WR et la solution approchée
converge dans H1 vers un champ ER de WR. Seulement, en absence de densité de WR dans
W , ER ne coïncide pas, en général, avec la solution physique E du problème posé dans W car
celle-ci a toutes les chances d’avoir une composante dans le supplémentaire deWR. Ceci explique
également qu’un raffinement du maillage au voisinage des singularités ne permet pas de pallier le
problème : on réussira seulement à mieux approcher la solution ER qui n’a pas de sens physique !

Afin de remédier à cette difficulté, il faudra donc rétablir la densité ce qui peut être fait en
rajoutant explicitement à l’espace des éléments finis nodaux des fonctions de base singulières.
Pour le problème scalaire de l’équation de Poisson en deux dimensions d’espace, on retrouve
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alors la méthode des fonctions singulières introduite en 1973 dans les travaux de Strang et Fix
[101]. Dans le cadre des équations de Maxwell, la méthode des champs singuliers [22, 76] qui
a fait l’objet de ma thèse, reprend l’idée de rajouter les singularités explicitement à l’espace
de discrétisation. Elle a été implémentée pour des matériaux homogènes en deux dimensions
d’espace (cf. [HL02]). Parallèlement, la méthode du complément singulier a été développée par
l’équipe autour de F. Assous et P. Ciarlet, Jr. [16, 15] et implémentée dans le cas de matériaux
homogènes. On pourrait sans problème élargir le concept de ces méthodes au cas des matériaux
composites, la seule difficulté supplémentaire étant la détermination des coefficients singuliers
ΛDir
ε,S qui se ferait de manière approchée. Le théorème 2.3 permettra alors de dire si oui ou non,

il faudrait rajouter le champ singulier. Nous n’avons pour le moment pas entrepris la mise en
œuvre d’une telle méthode dans le cadre des matériaux composites.

Notons quand même que ces méthodes sont limitées au cas des géométries 2D ou 3D ayant
des symétries particulières, comme par exemple les domaines axisymmétriques ou prismatiques
[37]. En effet, dans ces cas-là, le supplémentaire de WR est engendré par des singularités qui
sont essentiellement de nature 2D. Pour une géométrie 3D complète telle que le cube de Fichera
par exemple, il serait nécessaire de procéder à une approximation du supplémentaire qui est de
dimension infinie. Il n’est pas clair si une telle approximation permettra encore de recouvrir
numériquement la densité pour que la méthode converge vers la solution physique.

En conclusion, notre travail a permis de clarifier le cadre de l’utilisation des éléments finis
nodaux pour la discrétisation des équations de Maxwell dans des matériaux composites en 2D
et 3D. Il en résulte que certaines singularités qu’on pourrait qualifier de faible, peuvent être
approchées par éléments finis nodaux dès lors qu’elles sont associées au bord de la condition
d’impédance, tandis que ce n’est pas possible si elles sont associées au bord de la condition
du conducteur parfait. Sur le plan numérique, la portée de ces résultats est pourtant limitée,
puisque la classe des matériaux composites réalistes permettant une approximation par éléments
finis nodaux, s’avère relativement petite.

2.4 La méthode de régularisation à poids

La méthode de régularisation à poids a été introduite en 2002 par M. Costabel et M. Dauge
[44] pour des matériaux homogènes entourés d’un conducteur parfait. Depuis, la performance de
la méthode a été établie dans le traitement de problèmes mixtes issus de la MHD [61] ou en cas
de raffinement hp [47]. L’idée principale peut être résumée comme suit : trouver un espace Y
“entre”L2(Ω) et H−1(Ω), autrement dit

L2(Ω) ↪→ Y ↪→ H−1(Ω), (2.35)

et remplacer la contrainte div E ∈ L2(Ω) par div E ∈ Y de sorte que le nouveau problème
régularisé soit posé sur un espace vectoriel W [Y ] ⊂ H(curl; Ω) dans lequel les champs réguliers
de WR[Y ] sont denses. La condition (2.35) est motivée par le fait que tout champ de H(curl; Ω)
a sa divergence dans H−1(Ω). Il a été démontré dans [44] que ceci peut être réalisé en prenant
pour Y des espaces à poids,

L2
α(Ω) =

{
g ∈ H−1

∣∣ wαg ∈ L2(Ω)
}

(2.36)

où w = w(x) est une fonction poids équivalente à la distance de x aux singularités géométriques.
Dans cette section qui résume les résultats de [CLLN10], nous montrons que l’on peut

construire explicitement cette espace Y dans le cas de matériaux composites et de conditions au
bord mixtes de type conducteur parfait et impédance. Nous formulons dans un premier temps le
nouveau problème avec régularisation à poids pour un espace Y générique. Nous suivons ensuite
la même démarche que dans le paragraphe 2.3.2, à savoir
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1. Identifier l’espace des potentiels scalaires H[Y ] et son sous-espace des potentiels réguliers
par morceaux, HR[Y ].

2. Montrer que la densité de WR[Y ] dans W [Y ] équivaut à la densité de HR[Y ] dans H[Y ].
3. Etablir la densité de HR[Y ] dans H[Y ] pour un choix particulier de l’espace Y dépendant

de la dimension d’espace.

2.4.1 Le problème avec régularisation à poids

Soit Y = L2
α(Ω) avec 0 ≤ α < 1. Un tel espace à poids vérifie la condition (2.35). Nous

définissons l’espace W [Y ] par

W [Y ] =
{
u ∈ H(curl; Ω)

∣∣ div(εu) ∈ Y ; u× n = 0 sur ΓD; u× n ∈ L2(ΓI)
}
. (2.37)

Le problème avec régularisation à poids est alors donné surW [Y ] par la formulation variationnelle{
Trouver E ∈W [Y ] tel que
a(E,F)− ω2(εE,F) = iω(Js,F) ∀F ∈W [Y ],

(2.38)

où la forme sesquilinéaire a(·, ·) est maintenant définie sur W [Y ]×W [Y ] par

a(u, v) =

∫
Ω
µ−1 curlu · curl v dx + s < div(εu) div(εv) >Y −

∫
ΓI

λ−1(u× n) · (v× n) ds

pour s > 0. Ici, < ·, · >Y désigne le produit scalaire de l’espace Y .
Concernant l’existence et l’unicité de la solution du problème avec régularisation à poids,

notons que toute solution du problème classique est une solution du problème régularisé.
Pour démontrer la reciproque , introduisons l’opérateur de transmission ∆Dir

ε [Y ] de domaine

D(∆Dir
ε [Y ]) =

{
ϕ ∈ H1

0 (Ω) | div(ε∇ϕ) ∈ Y
}
.

Cet opérateur est bien défini puisque Y est un sous-espace de H−1(Ω).
Dans (2.38), prenons maintenant comme champ test un gradient : F = ∇ϕ avec ϕ ∈

D(∆Dir
ε [Y ]). A condition que le second membre Js soit à divergence nulle, nous obtenons

s < div(εE), div(ε∇ϕ) >Y +ω2 < div(εE), ϕ >H−1(Ω)−H1
0 (Ω)= 0.

Mais div(εE) appartient à Y et la fonction ϕ définit une forme linéaire sur Y . En tant qu’élément
de Y ′, elle peut donc être mise en bijection avec un élément Kϕ ∈ Y grâce au théorème de
représentation de Riesz. Ainsi, il vient que

< div(εE), sdiv(ε∇ϕ) + ω2Kϕ >Y = 0

quel que soit ϕ ∈ D(∆Dir
ε [Y ]). A condition que l’image de l’opérateur s∆Dir

ε + ω2K soit dense
dans Y , la solution du problème avec régularisation à poids est à divergence nulle.

2.4.2 Résultats de densité

Réduction à un problème scalaire

L’espace des potentiels scalaires relatif à l’espace W [Y ] est défini comme suit :

H[Y ] =
{
ϕ ∈ H1(Ω)

∣∣ ∆εϕ ∈ Y ; ϕ = 0 sur ΓD; ϕ|ΓI ∈ H
1
0 (ΓI)

}
. (2.39)

H[Y ] est muni de la norme

ϕ ∈ H[Y ] 7→ |ϕ|H[Y ] =

‖∆εϕ‖2Y +
∑
F∈FI

‖∇Tϕ‖20,F

1/2

(2.40)
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qui est équivalente à la norme canonique.
Afin de ramener la question de la densité de WR[Y ]

def
= PH 1(Ω;P) ∩W [Y ] dans W [Y ] à

l’étude des éléments de H[Y ], nous décomposons les éléments de W [Y ] en une partie régulière
dansWR[Y ] et une partie singulière qui dérive d’un potentiel scalaire. Pour un champ E ∈W [Y ],
considérons l’unique fonction χ ∈ H1

0 (Ω) telle que ∆εχ = div(εE). Une telle fonction existe
puisque div(εE) ∈ Y ⊂ H−1(Ω). Le champ E0 = E − ∇χ est alors à divergence nulle et
appartient à l’espace W = W [L2(Ω)] ce qui permet d’utiliser les résultats de la section 2.3.
Ainsi, nous obtenons le

Théorème 2.5. [Réduction à un problème scalaire]

L’espace des champs de vecteurs PH 1(Ω;P)∩W [Y ] est dense dans W [Y ] si et seulement
si l’espace des potentiels scalaires PH2(Ω;P) ∩H[Y ] est dense dans H[Y ].

Un supplémentaire de PH2(Ω;P) ∩H[Y ]

Comme dans la section 2.3, nous limitons notre étude au sous-espace H0[Y ] des fonctions
ϕ ∈ H[Y ] dont la trace ϕ|F appartient à H1

0 (F ) pour toute face F ∈ FI . On montre que la
densité de PH2(Ω;P) ∩H0[Y ] dans H0[Y ] implique la densité de PH2(Ω;P) ∩H[Y ] dans H[Y ].

Une fonction f ∈ H0[Y ] appartient alors au supplémentaire O[Y ] si et seulement si

< ∆εf,∆εu >Y +
∑
F∈FI

(∇T f,∇Tu) = 0, ∀u ∈ PH2(Ω;P) ∩H0[Y ]. (2.41)

Conclusion sur la densité

Dans (2.41), posons g = ∆εf et prenons u ∈ PH2(Ω;P) ∩H1
0 (Ω) telle que ∆εu ∈ L2(Ω). En

rappelant que Y = L2
α(Ω), il vient que

0 =< g,∆εu >Y = (wαg, wα∆εu) = (gα,∆εu),

avec gα = w2αg ∈ L2(Ω). Ceci montre que gα est une singularité duale de Nε,Dir (cf. (2.15) pour
la définition de Nε,Dir).

Nous détaillons la suite de la démarche pour une géométrie 2D, le cas 3D étant similaire,
mais plus technique. Au voisinage d’un sommet S ∈ S, gα s’écrit en coordonnées polaires locales

gα ≈
∑

λ∈ΛDir
ε,S∩]0,1[

cλ,Sr
−λ
S Φλ,S(θS)

(cf. (2.31)). Or, gα = w2αg et w−αgα = wαg ∈ L2(Ω). Comme w(x) ≈ rS au voisinage de S, on a

w−αgα ≈
∑

λ∈ΛDir
ε,S∩]0,1[

cλ,Sr
−λ−α
S Φλ,S(θS).

Mais r−λ−αS appartient à L2(Ω) si et seulement si α + λ < 1. Si le paramètre α est choisi de
façon à ce que α > 1 − λ, nous avons nécessairement cλ,S = 0. Signalons que pour un sommet
S qui se trouve à l’extrémité d’une arête F ∈ FI , nous obtenons comme au paragraphe 2.3 que
ε∂ngα ∈ H−1(F ) (au lieu de H̃−3/2(F )). Cette régularité supplémentaire permet de montrer que
cλ,S = 0 pour tout λ ∈ ΛDir

ε,S∩]1/2, 1[ quel que soit le choix du paramètre α. En résumé, nous
avons le
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Théorème 2.6. [Résultat de densité 2D]

Soit S0 ⊂ S un sous-ensemble des sommets de Ω tel que{
S ∈ SD ∪ Sint

∣∣ ΛDir
ε,S∩]0, 1[6= ∅

}
∪
{
S ∈ SI

∣∣ ΛDir
ε,S∩]0, 1/2[6= ∅

}
⊂ S0.

Soit la fonction poids
w(x) =

∏
S∈S0

rS(x). (2.42)

Soit Y = L2
α(Ω) avec α ∈ [0, 1[ tel que

α > 1−min

 ⋃
S∈SD∪Sint

(ΛDir
ε,S∩]0, 1[) ∪

⋃
S∈SI

(ΛDir
ε,S∩]0, 1/2[)

 .

Supposons que 1 6∈ ∆Dir
ε,S pour tout sommet S ∈ S.

Alors PH2(Ω;P)∩H[Y ] est dense dans H[Y ] (et PH 1(Ω;P)∩W [Y ] est dense dansW [Y ]).

Dans la définition (2.42) de la fonction poids w, on voit que la régularisation à poids est
”active“ au voisinage des seuls sommets de l’ensemble S0. Elle permet notamment de rétablir la
densité là où elle n’avait pas lieu pour une régularisation classique (cf. Théorème 2.3). En même
temps, le résultat du Théorème 2.6 indique que l’on peut “activer” la régularisation à poids même
pour un sommet qui ne viole pas les conditions de densité de la régularisation classique. Ceci
peut s’avérer intéressant dans une configuration où l’on a la densité et donc la convergence de la
méthode des éléments finis nodaux, mais où l’ordre de convergence est extrêmement faible.

La fonction poids en 3D

En trois dimensions d’espace, la définition de la fonction poids est plus délicate car elle doit
faire cohabiter la distance du point x aux arêtes e ∈ E , dE(x) = dist(x, E), et la distance de x
aux sommets S ∈ S, dS(x) = dist(x,S). Il est clair que dans un voisinage de l’arête e “éloigné”
de tout sommet S ∈ S, la distance dE est équivalent au rayon re des coordonnées cylindriques
(re, θe, ze) en e. De même, la distance dS est équivalent au rayon rS des coordonnées sphériques
(rS , σS) au voisinage du sommet S. Afin de tenir compte de l’interaction entre arêtes et sommets,
nous définissions pour toute arête e ∈ E une nouvelle distance ρe par

re = ρerSrS′ ,

où S et S′ sont les extrémités de l’arête e. Au voisinage de S, on a

ρe ≈ ϑS,e
où ϑS,e désigne la distance angulaire d’un point σS de la sphère unité GS à l’arête e, tandis que

ρe ≈ dE(x)

loin des sommets. On définit alors la fonction poids w par

w(x) =

∏
S∈S0

rS

∏
E∈E0

ρe

 . (2.43)

Ici, S0 ⊂ S (resp. E0 ⊂ E) désigne l’ensemble des sommets (resp. arêtes) où la régularisation
à poids est “active”. Une définition précise des ces ensembles est donnée dans le Théorème 2.7
ci-dessous. Notons dès à présent que E0 et S0 sont liées par la condition de compatibilité suivante :

Pour toute arête e ∈ E0 de sommets S et S′, on a S ∈ S0 et S′ ∈ S0. (2.44)
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Théorème 2.7. [Résultat de densité 3D]

Soit E0 ⊂ E un sous-ensemble des arêtes de Ω tel que{
e ∈ ED ∪ Eint

∣∣ ΛDir
ε,e ∩]0, 1[6= ∅

}
∪
{
e ∈ EI

∣∣ ΛDir
ε,e ∩]0, 1/2[6= ∅

}
⊂ E0.

Soit S0 ⊂ S un sous-ensemble des sommets de Ω vérifiant (2.44) et tel que{
S ∈ SD ∪ Sint

∣∣ ΛDir
ε,S∩]0, 1/2[6= ∅

}
⊂ S0.

Soit Y = L2
α(Ω) avec α ∈ [0, 1[ tel que

α > 1−min(ΛDir
ε,e ∩]0, 1[), ∀e ∈ E0 ∩ (ED ∪ Eint),

α > 1−min(ΛDir
ε,e ∩]0, 1[), ∀e ∈ E0 ∩ EI ,

α > 1/2−min(ΛDir
ε,S∩]0, 1/2[)∀S ∈ S0 ∩ (SD ∪ Sint).

Soit la fonction poids w définie par (2.43). Supposons finalement que 1/2 6∈ ∆Dir
ε,S pour tout

sommet S ∈ S et 1 6∈ ΛDir
ε,e pour toute arête e ∈ E.

Alors PH2(Ω;P)∩H[Y ] est dense dans H[Y ] (et PH 1(Ω;P)∩W [Y ] est dense dansW [Y ]).

2.4.3 Discrétisation et résultats numériques

Les résultats de densité des sections précédentes garantissent la convergence d’une méthode
d’éléments finis nodaux conforme dans H1. Nous avons implémenté une telle méthode pour
une configuration 2D de trois sous-domaines formant un domaine en L (Figure 2.2). La seule
singularité se situe au niveau du sommet rentrant (0, 0).
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Figure 2.2 – Configuration de type L-shape avec 3 sous-domaines (à gauche) et maillage raffiné
(à droite).

Les coefficients des trois matériaux ont été choisis de façon à générer des solutions ayant de
très fortes singularités (min ΛDir

ε,S proche de 0). Les simulations ci-dessous correspondent au choix
ε1 = ε3 = 0.5 et ε2 = 1 pour une solution exacte de la forme ∇Sλ. La condition du Théorème
2.6 se lit alors

α > 0.47.

Nous avons testé plusieurs choix de α vérifiant cette contrainte. Il se trouve que l’approximation
est meilleure pour une valeur de α proche de 1. Sur la Figure 2.3, nous comparons la méthode
de régularisation à poids (graphique de droite) avec une méthode de régularisation classique
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(graphique de gauche). Il paraît clairement que la régularisation classique n’est pas capable de
reconstituer le comportement singulier du champ électrique.
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Figure 2.3 – Approximation par éléments finis nodaux sans régularisation à poids (à gauche)
et avec régularisation à poids (à droite, α = 0.95).

Afin de reproduire au mieux le comportement singulier, nous avons utilisé un maillage raffiné
au voisinage du sommet rentrant et des éléments finis de type P2. Une attention particulière a été
apportée à la prise en compte des conditions de transmission à travers les interfaces (segments
F12 et F23 de la Figure 2.2). En effet, contrairement aux éléments finis d’arêtes qui assurent
naturellement la continuité de la trace tangentielle des champs à travers les interfaces, cette
continuité, ainsi que la condition [εE · n] = 0, doit être implémentée explicitement pour les
éléments finis nodaux. Expliquons succintement l’idée de cette implémentation. Lors de l’assem-
blage, les inconnues situées sur les interfaces matérielles Fee′ sont dédoublées. Nous les notons
~U eI et ~U e′I respectivement. Si nee′ = nee′,xex + nee′,yey désigne le vecteur unitaire normal à Fee′ ,
les conditions de transmission en un nœud MI de Fee′ s’écrivent

~U eI × nee′ = ~U e
′
I × nee′ et εe~U eI · nee′ = εe′ ~U

e′
I · nee′ , (2.45)

où, de façon équivalente, sous forme matricielle

DeRtee′ ~U
e
I = De′Rtee′ ~U

e′
I (2.46)

avec les matrices

De =

(
εe 0
0 1

)
, De′ =

(
εe′ 0
0 1

)
et Re,e′ =

(
nee′,x −nee′,y
nee′,y nee′,x

)
.

La matrice Ree′ définit le passage de la base canonique (ex, ey) à la base locale constituée des
vecteurs normal et tangent à Fe,e′ . Dans la base locale, les conditions de transmission sont décou-
plées et permettent l’élimination des inconnues ~U e′I au profit de ~U eI . La situation se complique
lorsque MI coïncide avec un sommet S ∈ S de Ω : dans ce cas-là, il y a autant d’inconnues
attachées à MI que de sous-domaines Ωp ayant S pour sommet. Ces inconnues sont couplées par
les conditions de transmission qui forment un système linéaire homogène dont il faut déterminer
les éventuelles solutions non triviales. Différents cas de figure ont été étudiés dans [39].

2.4.4 Conclusion

Depuis les travaux de Costabel et Dauge [44], la régularisation à poids des équations de
Maxwell est apparue comme une alternative aux méthodes de type ’champs singuliers’ tout en
gardant une discrétisation basée sur les éléments finis nodaux. Nous avons mis en évidence la
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performance de cette approche dans le cas des matériaux composites où la singularité principale
du champ électromagnétique peut être particulièrement forte. Contrairement aux méthodes de
type ’champs singuliers’, la régularisation à poids ne nécessite pas une implémentation de la
singularité, il suffit de connaître une borne inférieure pour le coefficient du poids. Ceci présente
un grand avantage surtout pour l’application de la méthode dans des géométries 3D. La mise en
œuvre de la méthode est néanmoins technique et nécessite, dans le cas des matériaux composites,
une analyse au cas par cas. Ceci peut constituer un frein à son intégration dans des codes généraux
d’éléments finis.

2.5 Une méthode de Galerkin discontinue

Dans cette section, nous étudions une autre classe de méthodes de discrétisation, à savoir
les méthodes de Galerkin discontinues. Développées depuis les années 1970 pour l’équation du
transport des neutrons [98, 69], ces méthodes ont connu un essor dans le domaine de l’électroma-
gnétisme numérique pendant la dernière décennie. Pour les équations de Maxwell harmoniques
en temps, on peut citer les travaux de Perugia, Schötzau et leurs co-auteurs [65, 66, 90] où dif-
férentes approches basées sur la formulation classique ou mixte, ont été développées et testées.
Un des avantages des méthodes de Galerkin discontinues est leur grande flexibilité vis à vis des
fonctions de formes qui peuvent être adaptées localement aux besoins de la discrétisation. Ceci
permet la prise en compte naturelle de tout changement local dans les paramètres électroma-
gnétiques et s’avère donc particulièrement adapté aux matériaux composites. Notons toutefois
que l’analyse de convergence des travaux précités requiert en général un minimum de régularité
de la solution exacte. Or, comme nous avons pu le constater dans les paragraphes précédents, le
champ électromagnétique présente des singularités fortes au voisinage des sommets et interfaces
des différents matériaux. Dans cette section qui résume les résultats de [LN07], nous proposons
donc une méthode de Galerkin discontinue de type ’pénalisation intérieure’ pour laquelle nous
analysons en particulier le comportement au voisinage des singularités. Nous verrons qu’un raf-
finement adéquat du maillage au voisinage des singularités géométriques permet d’obtenir une
convergence optimale.

2.5.1 Formulation du problème et résultats de régularité

Nous nous limitons à des géométries 2D. Soit alors Ω ⊂ R2 un polygone du plan et soit P une
partition de Ω en sous-domaines Ωj induite par les coefficients électromagnétiques du matériau
composite occupant Ω (cf §2.2.1).

Pour une pulsation ω ∈ R+ donnée, nous cherchons le champ électrique E, solution du
problème (2.5). Nous supposons dans cette section que le matériau est entouré d’un conducteur
parfait de sorte que ΓI = ∅ et ΓD = Γ

def
= ∂Ω. La formulation variationnelle régularisé s’écrit

alors {
Trouver E ∈ H0(curl; Ω) ∩H(div ε; Ω) tel que
a(E,F)− ω2(εE,F) = iω(Js,F) ∀F ∈ H0(curl; Ω) ∩H(div ε; Ω),

(2.47)

avec
a(u, v) =

∫
Ω
µ−1 curlu · curl v dx + s

∫
Ω

div(εu) div(εv) dx

pour un paramètre s > 0 donné. D’après les résultats du Théorème 2.3 de la section 2.3, la
solution de (2.47) s’écrit

E = ER +
∑
S∈S

∑
λ∈ΛDir

ε,S∩]0,1[

cλ,S∇Sλ,S . (2.48)

On peut noter que la somme porte sur les exposants singuliers entre ]0, 1[ pour tous les sommets
car l’ensemble SI des sommets du bord d’impédance ΓI est vide. Par la définition des fonctions
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singulières Sλ,S (cf. 2.13), on peut montrer facilement que l’espace H0(curl; Ω) ∩ H(div ε; Ω)
s’injecte de façon continue dans un certain espace de Sobolev à poids. En effet, pour α > 0 soit

PHm,α(Ω) =
{
ϕ ∈ Hm−1(Ω)

∣∣∣ rαDβ(ϕ|Ωj ) ∈ L
2(Ωp),∀|β| = m,∀j = 1, . . . , JS

}
, (2.49)

où r(x) désigne la distance d’un point x à l’ensemble des sommets S. PHm,α(Ω) est un Hilbert
pour la norme

‖ϕ‖m,α =

‖ϕ‖2m−1,Ω +

JS∑
j=1

∑
|β|=m

‖rαDβ(ϕ|Ωj )‖
2
0,Ωj

1/2

.

Alors
H0(curl; Ω) ∩H(div ε; Ω) ↪→ PH1,α(Ω)

pour tout α ∈]0, 1[ tel que

α > 1−min

{⋃
S∈S

ΛDir
ε,S

}
. (2.50)

2.5.2 Discrétisation par une méthode de Galerkin discontinue

Précisons maintenant la discrétisation du problème régularisé (2.47) par une méthode de
Galerkin discontinue. Pour cela, soit Th une triangulation de Ω respectant la partition P de Ω
en sous-domaines Ωj . Nous supposons que Th satisfait les conditions habituelles de régularité au
sens de [36]. Soit E l’ensemble des arêtes du maillage Th. Nous distinguons entre les arêtes du
bord, appelées extérieures, Eext = {e ∈ E | e ⊂ Γ}, et les arêtes intérieures, Eint = E \ Eext. Pour
chaque arête e ∈ E , notons he sa longueur. Le diamètre hK d’un élément K ∈ Th est alors donné
par hK = maxe⊂∂K he. Finalement, posons h = maxK∈Th hK .

Introduisons à présent les opérateurs de ’trace moyenne’, de ’saut tangentiel’ et de ’saut
normal’ : soit e ∈ Eint une arête intérieure et soient K` et Km les deux éléments de Th séparées
par e. Pour tout champ de vecteur v, v` (resp. vm) désigne la restriction de v à l’élément K`

(resp. Km). Nous posons

{v} =
1

2
(vl|e + vm|e), (2.51a)

[[v]]T = vl|e × nl + vm|e × nm, (2.51b)
[[v]]N = vl|e · nl + vm|e · nm. (2.51c)

Ces notions ont un sens si v appartient à l’espace ’produit’

Hs(Th)
def
=

∏
K∈Th

Hs(K)

pour s > 1/2. De même, nous introduisons la moyenne et le saut normal pour une fonction
ϕ ∈ Hs(Th) =

∏
K∈Th H

s(K) par

{ϕ} =
1

2
(ϕl|e + ϕm|e), (2.52a)

[[ϕ]]N = ϕl|enl + ϕm|enm. (2.52b)

Notons finalement que pour toute arête du bord e ∈ Eext, les définitions (2.51) se lisent

{v} = v|e et [[v]]T = v|e × n,

du fait qu’il existe un seul élément K qui a e pour arête.
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L’espace de discrétisation de la méthode de Galerkin discontinue que nous allons développer
est défini par

V DG
h =

{
vh ∈ L2(Ω)

∣∣ vh|K ∈ PK ∀K ∈ Th} . (2.53)

Ici, PK est un espace de dimension finie constitué de polynômes définis sur l’élément K ∈ Th.
Plus précisément, nous allons supposer dans la suite que PK vérifie l’hypothèse

RK ⊂ PK , (2.54)

où RK désigne l’espace des éléments finis d’arêtes de première espèce (cf. Section 1.5.1, (1.26)).
Pour tout champ uh ∈ V DG

h , l’opérateur rotationnel par morceaux curlh est bien défini par

(curlh uh)|K = curlu|K ∀K ∈ Th.

De même, on introduit la divergence par morceaux divh en posant

(divh uh)|K = div u|K ∀K ∈ Th.

Le problème discret associé au problème régularisé (2.47) s’écrit comme suit :{
Trouver uh ∈ V DG

h tel que
Bh(uh, vh)− ω2(εuh, vh) = iω(Js, vh) ∀vh ∈ V DG

h ,
(2.55)

où la forme bilinéaire Bh(·, ·) est définie par

Bh(uh, vh) =

∫
Ω
µ−1 curlh uh curlh vh dx+ s

∫
Ω

divh εuh divh εvh dx

+
∑
e∈E

∫
e

{
µ−1 curlh uh

}
[[vh]]T ds+

∑
e∈E

∫
e

{
µ−1 curlh vh

}
[[uh]]T ds (2.56)

+βT
∑
e∈E

h−1
e

∫
e

[[uh]]T [[vh]]T ds+ βN
∑
e∈Eint

he

∫
e

[[εuh]]N [[εvh]]N ds.

La forme bilinéaire dépend de deux paramètres βT > 0 et βN ≥ 0 qui garantissent les bonnes
propriétés de Bh(·, ·) :

Consistance de la méthode : soit u ∈ H0(curl; Ω) ∩ H(div ε; Ω) la solution du problème ré-
gularisé (2.47). Sous l’hypothèse de l’équivalence entre les problèmes classique et régularisé,
on a div(εu) = 0 dans Ω. On montre alors que Bh(u, vh) = (curlµ−1 curlu, vh) quel que
soit vh ∈ V DG

h .

Relation d’orthogonalité : si u et uh désignent respectivement la solution du problème régu-
larisé (2.47) et celle du problème discret (2.55), on a

Bh(u− uh, vh)− ω2(ε(u− uh), vh) = 0∀vh ∈ V DG
h . (2.57)

Norme discrète : pour tout βN ≥ 0, la semi-norme | · |h,βN : vh ∈ V DG
h → R définie par

|vh|2h,βN = ‖ curlh vh‖20,Ω + ‖ divh εvh‖20,Ω
+
∑
e∈E

h−1
e ‖[[vh]]T ‖

2
0,e + βN

∑
e∈Eint

he‖[[εvh]]N‖
2
0,e +

∑
K∈Th

∑
e⊂∂K

he‖ curl vh‖20,e.

définit une norme sur l’espace de discrétisation V DG
h .
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Continuité de la forme bilinéaire : B(·, ·) est continue sur V DG
h × V DG

h muni de la norme
| · |h,βN . Le dernier terme dans la définition de la norme | · |h,βN peut paraître surprenant
à première vue car il ne figure pas dans la forme bilinéaire Bh(·, ·). Il permet d’établir la
continuité de Bh(·, ·) pour une classe plus grande de champs u. Ainsi, on a

|Bh(u, v) . |u|h,βN |v|h,βN∀u, v ∈ D(B).

Ici, le domaine de définition D(B) de la forme bilinéaire B(·, ·) est donné par tous les
champs u ∈ L2(Ω) pour lesquels curlh u et divh u appartiennent à L2(Ω), [[u]]T et [[u]]N
appartiennent à L2(e) quelle que soit e ∈ E et (curluK)|e appartient à L2(e) quels que
soient e ⊂ ∂K et K ∈ Th. En particulier, la solution u du problème régularisé (2.47)
appartient à D(B).

Coercivité de la forme bilinéaire : B(·, ·) est coercive sur V DG
h × V DG

h muni de la norme
| · |h,βN pourvu que le paramètre βT soit choisi suffisamment grand. La borne pour βT est
indépendante de h. Elle dépend des bornes de ε, du degré des polynômes des espaces PK
ainsi que du paramètre de régularité du maillage.

Ces propriétés garantissent l’existence d’une solution unique du problème discret (2.55) dans le
cas ω = 0 et permettent d’obtenir une estimation de type ’Lemme de Céa’ :

|u− uh|h,βN . inf
vh∈V DG

h

|u− vh|h,βN (2.58)

quelle que soit la valeur de βN ≥ 0. Pour ω 6= 0, nous obtenons

‖u− uh‖h,βN . inf
vh∈V DG

h

‖u− vh‖h,βN + (1 + ω2) sup
wh∈V DG

h

(ε(u− uh),wh)

‖wh‖h,βN
, (2.59)

où la norme ‖ · ‖h,βN est obtenue à partir de la (semi-)norme | · |h,βN en rajoutant la norme L2.
L’existence et l’unicité seront alors une conséquence de la convergence de la méthode.

2.5.3 Convergence optimale de la méthode

Dans ce paragraphe, nous étudions la convergence de la méthode de Galerkin discontinue
définie dans la section 2.5.2. En vue des estimations abstraites (2.58) et (2.59), il convient de
trouver le ’bon’ candidat vh ∈ V DG

h qui permet d’estimer le terme infvh∈V DG
h
|u− vh|h,βN . L’hy-

pothèse (2.54) garantit que l’interpolée rhu qui interpole u sur la base des fonctions des éléments
finis d’arête, appartient à l’espace de discrétisation de la méthode de Galerkin discontinue V DG

h .
Rappelons que le champ électrique, solution de (2.47), présente des singularités aux sommets

des sous-domaines Ωj . Ces singularités entraînent en général un ralentissement de la conver-
gence. Nous montrons ici qu’il est possible de raffiner le maillage au voisinage des singularités
géométriques de façon à rétablir un ordre de convergence optimal.

Pour cela, nous reprenons une idée de [97, 59] : pour K ∈ Th, nous désignons par rK la
distance de K à l’ensemble des sommets de la partition P : rK = infP∈K,P0∈S |P − P0|. Le
maillage Th est dit raffiné avec un paramètre de raffinement γ ∈]0, 1] dans un disque de rayon R
s’il existe trois constantes σ1, σ2, σ3, 0 < σi ≤ 1, telles que

σ1h
1
γ ≤ hK ≤ σ−1

1 h
1
γ ∀ K ∈ Th : rK = 0,

σ2hr
1−γ
K ≤ hK ≤ σ−1

2 hr1−γ
K ∀ K ∈ Th : 0 < rK < R,

σ3h ≤ hK ≤ σ−1
3 h ∀ K ∈ Th : rK ≥ R

(2.60)

Nous avons montré dans la section 2.5.1 que le champ électrique appartient à l’espace à poids
PH 1,α(Ω;P) pour tout α ∈]0, 1[ vérifiant l’inégalité (2.50). La proposition suivante montre qu’un
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raffinement de paramètre γ < 1−α conduit à une erreur d’interpolation de O(h) pour la famille
des éléments finis d’arête.

Proposition 2.1.
Soit u ∈ PH 1,α(Ω;P)(Ω) pour 0 < α < 1. Supposons que curlu ∈ L2(Ω). Soit Th un
maillage raffiné avec un paramètre γ tel que 0 < γ < 1−α. Notons rhu ∈ Xedge

h l’interpolée
de u dans l’espace des éléments finis d’arête définie dans la section 1.5.1. Alors,

‖u− rhu‖0,Ω . h (‖rα∇u‖0,Ω + ‖ curlu‖0,Ω) .

Si de plus µ−1 curlu ∈ H1(Ω), on a

‖u− rhu‖H(curl;Ω) . h
(
‖rα∇u‖0,Ω + ‖µ−1 curlu‖1,Ω

)
.

Sur la base de cette proposition, on peut établir des estimations en O(h) pour tous les autres
termes de la norme | · |h,βN ce qui permet de montrer la convergence de la méthode de Galerkin
discontinue dans le cas ω = 0 :

Théorème 2.8. [Convergence dans le cas ω = 0]

Soit u ∈ H0(curl; Ω) ∩ H(div ε; Ω) la solution du problème régularisé (2.47) avec ω = 0.
Soit Js ∈ L2(Ω) et div Js = 0 dans Ω. Soit α ∈]0, 1[ tel que u ∈ PH1,α(Ω).

Soit Th un maillage de Ω raffiné avec un paramètre γ tel que 0 < γ < 1− α.

Soit V DG
h l’espace de discrétisation de la méthode de Galerkin discontinue (2.55) qui vérifie

la condition (2.54). Soit βT > 0 tel que la forme bilinéaire Bh(·, ·) soit coercive sur V DG
h ×

V DG
h , et soit βN ≥ 0. Soit uh ∈ V DG

h la solution du problème discret. Alors, l’erreur de
discrétisation u− uh vérifie l’estimation

|u− uh|h,βN . h‖Js‖0,Ω.

En regard de la définition de | · |h,βN , le théorème 2.8 permet non seulement de contrôler
l’erreur sur le rotationnel et la divergence (discrets), mais force également la convergence vers
zéro des sauts tangentiels et normaux de la solution discrète, ceci avec un taux de h3/2 pour les
sauts tangentiels et, plus faiblement, avec un taux de h1/2 pour les sauts normaux pourvu que
βN soit choisi non nul.

Le cas ω 6= 0

Dans le cas ω 6= 0, les estimations d’erreur sont habituellement obtenues par une approche
duale. Cette approche fait intervenir la notion de champs à divergence nulle dans un certain sens
discret. Dans notre cas, nous pouvons montrer que

(ε(u− uh),∇ξh) = 0∀ξh ∈ Sh, (2.61)

pourvu que le paramètre βN dans la définition de la forme bilinéaire Bh(·, ·) soit nul. Sh est
l’espace des éléments finis de type P1 conforme dans H1

0 (Ω) défini dans (1.35).
Néanmoins, la condition (2.54) ne suffit pas pour obtenir les estimations souhaitées. Ainsi,

nous posons dans la suite

V DG
h =

{
vh ∈ L2(Ω)

∣∣ vh|K ∈ RK ∀K ∈ Th} . (2.62)
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Notons que les champs de V DG
h appartiennent localement à l’espaceRK des éléments finis d’arêtes

sans pour autant être à rotationnel L2(Ω) de sorte que V DG
h 6⊂ Xedge

h ! Par contre, nous avons
divh vh = 0 pour tout vh ∈ V DG

h du fait que les éléments de RK sont à divergence nulle sur K.
Cette propriété est limitée aux éléments finis d’arête du plus bas degré.

D’après l’estimation abstraite (2.59) et comme l’erreur d’interpolation peut être estimée de
la même façon que pour ω = 0, il suffit d’analyser le terme

(ε(u− uh),wh)

‖wh‖h,βN
(2.63)

pour wh ∈ V DG
h quelconque. Sans rentrer dans les détails, expliquons les idées principales qui

permettent d’obtenir une estimation de (2.63).

1. Tout champ wh ∈ V DG
h peut être approché par un champ de l’espace des éléments finis

d’arête wedge
h ∈ Xedge

h . L’approximation est d’ordre h en norme L2(Ω).

2. Par la décomposition de Helmholtz discrète, wedge
h ∈ Xedge

h s’écrit comme la somme d’un
champ à divergence-ε discrète nulle, wedge

h,0 ∈ X
edge,0
h et le gradient d’une fonction ξh ∈ Sh.

D’après (2.61), seul le champ wedge
h,0 doit être pris en compte.

3. Finalement, wedge
h,0 peut être approché par un champ w0 ∈ H0(curl; Ω) tel que div(εw0) = 0

dans Ω. L’estimation est encore d’ordre h en norme L2(Ω).

Il reste alors le terme (ε(u− uh),w0) à estimer : on a

(ε(u− uh),w0) = Bh(u− uh, z)− ω2(ε(u− uh), z) (2.64)

où z ∈ H0(curl; Ω) est solution du problème dual avec second membre w0,

curlµ−1 curl z− ω2εz = εw0,
div(εz) = 0.

La relation d’orthogonalité (2.57) permet d’introduire l’interpolée rhz ∈ Xedge
h ⊂ V DG

h dans
(2.64), et on conclut par les estimations de l’erreur d’interpolation vues auparavant. Nous pouvons
alors énoncer le

Théorème 2.9. [Convergence dans le cas ω 6= 0]

Soit u ∈ H0(curl; Ω) ∩ H(div ε; Ω) la solution du problème régularisé (2.47) avec ω 6∈
sp(curl). Soit Js ∈ L2(Ω) et div Js = 0 dans Ω. Soit α ∈]0, 1[ tel que u ∈ PH1,α(Ω).

Soit Th un maillage de Ω raffiné avec un paramètre γ tel que 0 < γ < 1− α.

Soit V DG
h l’espace de discrétisation défini par (2.62). Soit βT > 0 tel que la forme bilinéaire

Bh(·, ·) soit coercive sur V DG
h × V DG

h , et soit βN = 0. Soit uh ∈ V DG
h une solution du

problème discret (2.55). Alors, il existe h0 > 0 tel que l’erreur de discrétisation u − uh
vérifie l’estimation suivante,

‖u− uh‖h,0 . h‖Js‖0,Ω (2.65)

pour tout h < h0.

L’existence et l’unicité du problème discret sont alors une conséquence immédiate de l’esti-
mation (2.65). En effet, soit Js = 0 dans Ω. 0 est alors une solution triviale du problème discret.
Comme ω2 n’est pas une valeur propre du problème continu, on a u = 0. D’après (2.65), toute
solution discrète uh vérifie ‖uh‖h,0 = ‖u − uh‖h,0 . 0 ce qui montre l’unicité. Comme V DG

h est
de dimension finie, l’unicité implique l’existence.
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Il est important de noter que dans le cas ω 6= 0, uh est solution du problème discret (2.55)
avec βN = 0. Par conséquent, le théorème 2.9 ne donne aucune estimation des sauts normaux
[[ε(u− uh)]]N . Il est néanmoins possible de montrer que∑

e∈Eint

he‖[[ε(u− uh)]]N‖
2
0,e . ‖u− uh‖20,Ω = O(h).

Ceci est lié au fait que div(εu) = 0 et divh uh = 0 dans Ω.

2.5.4 Conclusion

Les méthodes de type Galerkin discontinues peuvent être utilisées avantageusement pour la
discrétisation des équations de Maxwell dans des matériaux composites à cause de leur grande
flexibilité dans le choix des fonctions de base locales. Les travaux existants ne permettent pas
de traiter l’apparition des fortes singularités au voisinage des arêtes et sommets des différents
composants du matériau. Nous avons développé une méthode de Galerkin discontinue qui permet
une analyse de convergence rigoureuse en présence de singularités géométriques, et nous obtenons
un ordre de convergence optimal (O(h) pour des éléments finis de degré 1 en raffinant le maillage
de façon adéquate au voisinage des singularités. Notons que l’analyse porte sur des maillages
conformes, mais que la méthode peut être implémentée pour des maillages non-conformes éga-
lement. De même, il est possible de choisir localement des éléments finis de degré supérieur à
1. Globalement, l’ordre de convergence reste toutefois limité à 1 en raison du manque de régu-
larité de la solution exacte. Notons finalement que notre méthode implique la convergence vers
0 des sauts normaux aux interfaces ce qui permet à la limite d’obtenir des solutions discrètes à
divergence "presque nulle".



Chapitre 3

Schémas numériques avec flux centrés
pour les équations de Maxwell dans le
domaine spatio-temporel

Ce chapitre résume les travaux issus d’une collaboration avec des chercheurs du CERMICS
à INRIA Sophia-Antipolis sur des méthodes de type Galerkin discontinu pour les équations de
Maxwell dans le domaine spatio-temporel :
[LR02] S. Lohrengel et M. Remaki, A FV Scheme for Maxwell’s equations – Convergence

analysis on unstructured meshes, Finite Volumes for Complex Applications III, ed. R.
Herbin & D. Kröner, Hermes, London, 2002, pp. 219–226. Prépublication Laboratoire J.A.
Dieudonné, Nice.

[FLLP05] L. Fezoui, S. Lanteri, S. Lohrengel et S. Piperno, Convergence and stabi-
lity of a discontinuous Galerkin time-domain method for the 3D heterogeneous Maxwell
equations on unstructured meshes,M2AN Math. Model. Numer. Anal. 39 (2005), pp. 1149–
1176.

A la base de nos études est un schéma de volumes finis avec flux centrés développé par Remaki
[99]. Ma contribution se situe essentiellement dans l’analyse de convergence de ce schéma ainsi
que des méthodes de Galerkin discontinues d’ordre plus élevé qui généralisent l’approche volume
fini.

3.1 Introduction et position du problème

Le schéma le plus célèbre pour la discrétisation des équations de Maxwell en temps et en
espace est le schéma de Yee [107]. Développé en 1966, il reste une référence parmi les méthodes
numériques en électromagnétisme et se trouve au cœur de nombreux solveurs actuels. Il est basé
sur une discrétisation des champs par différences finies centrées avec un décalage de position
entre le champ électrique E et le champ magnétique H. La discrétisation en temps est du type
saute-mouton et conduit à un schéma totalement explicite qui est consistant d’ordre 2 en temps
et en espace sur une grille régulière. Le schéma de Yee est stable sous la condition CFL

c∆t ≤ 1√
1

(∆x)2
+ 1

(∆y)2
+ 1

(∆z)2

.

Ici, c désigne la vitesse de propagation du milieu (homogène et isotrope), εµc2 = 1, et ∆x, ∆y
et ∆z sont les paramètres de la grille.

Par rapport aux méthodes de différences finies, les méthodes d’éléments finis sont capables
de prendre en compte des géométries complexes, mais conduisent en général à des calculs plus

35
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lourds suite à la présence d’une matrice de masse globale dans le schéma totalement discrétisé.
Des techniques de condensation de masse existent pour les éléments finis d’arête [51, 40].

Les méthodes de type volumes finis ou de Galerkin discontinue permettent l’utilisation de
maillages non structurés sans pour autant produire des matrices de masse globales. Ces méthodes
ont connu un grand succès dans la simulation des lois de conservation et sont naturellement basées
sur une discrétisation décentrée amont [52, 92].

Dans un matériau non conducteur et en l’absence de sources, une propriété fondamentale des
équations de Maxwell est la conservation de l’énergie électromagnétique. Au niveau discret, un
bon schéma devrait par conséquent conserver une certaine énergie électromagnétique discrète.
Les schémas décentrés sont alors d’une utilité limitée car la diffusion numérique rend les calculs
imprécis lorsque l’intervalle en temps est grand. Le schéma de Remaki dont nous présentons dans
la section 3.2 une brève analyse, est quant à lui basé sur des flux centrés et non dissipatif. L’ordre
de convergence des méthodes de volumes finis étant limité par le choix d’une approximation locale
constante par morceaux, nous étudions dans la section 3.3 les performances d’une approche
Galerkin discontinue d’ordre plus élevé, toujours basée sur des flux centrés.

Le problème modèle auquel nous nous intéressons dans ce chapitre est donné par les équa-
tions de Maxwell en régime transitoire qui, en l’absence de sources Js et dans un matériau de
conductivité σ = 0, s’écrivent (cf. (1.6))

ε∂tE − curlH = 0 dans Ω× (0, T ), (3.1a)
µ∂tH+ curl E = 0 dans Ω× (0, T ). (3.1b)

Ces équations devront être complétées par des conditions initiales en t = 0. Les coefficients
électromagnétiques ε et µ vérifient les conditions de positivité de (1.4). Notons que ε et µ peuvent
être des tenseurs, ce qui permet de prendre en compte une anisotropie éventuelle du matériau
(cf. [FLLP05]).

Nous considérons une partition (ΓD,ΓI) du bord Γ = ∂Ω, sur laquelle nous imposons une
condition de conducteur parfait d’une part,

E × n = 0 sur ΓD × (0, T ), (3.2)

et une condition absorbante de type impédance de l’autre,

E × n = cµ(H× n)× n sur ΓI × (0, T ). (3.3)

Ici, c désigne la vitesse locale de la lumière définie par la relation εµc2 = 1, et ε et µ sont supposés
constants au voisinage de ΓI .

D’après [94], le problème (3.1) est bien posé pour toute donnée initiale (E0,H0) ∈ H(curl; Ω)×
H(curl; Ω) satisfaisant les conditions aux limites mixtes (3.2) et (3.3).

Pour la discrétisation en espace, nous considérons un maillage non structuré du domaine Ω
constitué de polyèdres (fermés) Kj , j ∈ J ⊂ N, appelés volumes finis ou cellules. Pour chaque
celluleKj , nous désignons par |Kj | son volume. Le maillage Th satisfait les hypothèses habituelles
de conformité, à savoir

1. Ω = ∪j∈JKj ,
2. pour tout j 6= `, de deux choses l’une :
• soit Kj ∩K` = ∅,
• soit Kj ∩K` est une face, une arête ou un sommet de Kj et de K`.

Pour deux cellules voisines Kj et K`, nous notons Fj` = Kj ∩K` la face commune de Kj et K`

et |Fjl| la mesure de sa surface. Le vecteur nj` est le vecteur unitaire normale à Fj` pointant de
Kj vers K`, tandis que Nj` désigne l’intégrale de nj` sur Fj`, autrement dit

Nj` = nj`|Fj`|. (3.4)
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Pour j ∈ J , Nj désigne l’ensemble des cellules K` ayant une face commune avec Kj . Notons
L = maxj∈J cardNj le nombre maximal de faces des polyèdres Kj . Le pas du maillage est défini
par h = maxj∈J diamKj . Nous supposons qu’il existe deux constantes Cmin > 0 et Cmax > 0 de
sorte que

∀j ∈ J, Cminh
3 ≤ |Kj | ≤ Cmaxh

3, et
∀j ∈ J, ∀` ∈ Nj , Cminh

2 ≤ |Fj`| ≤ Cmaxh
2.

(3.5)

Finalement, nous supposons que les paramètres électromagnétiques sont constants sur chaque
cellule de sorte que

ε(x) = εj , µ(x) = µj pour presque tout x ∈ Kj .

3.2 Etude du schéma de volumes finis

Nous rappelons dans cette section le schéma de Remaki et discutons ses propriétés sur des
maillages non structurés. Comme dans [LR02], nous nous limitons ici à l’étude du cas Ω = R3

et à des conditions initiales E0 et H0 qui sont à support compact dans R3. La prise en compte
des conditions aux limites de type Dirichlet et d’impédance dans le cas général d’un domaine
borné est discutée dans [93].

Dans un premier temps, nous écrivons les équations de Maxwell (3.1) sous forme conservative,{
∂tQ + divF(Q) = 0 dans Ω× (0, T ),
Q(·, 0) = Q0 dans Ω,

(3.6)

où Q = (µH, εE)t = (B,D)t et la définition F(Q) = (F1(Q),F2(Q),F3(Q))t découle de (3.1).
Conformément aux principes des schémas volumes finis, nous intégrons la forme conservative

(3.6) sur un volume de contrôle (Kj ici) et appliquons la formule de Green. Pour chaque j ∈ J ,
désignons par Qj l’approximation de la moyenne de Q sur Kj ,

Qj ≈
1

|Kj |

∫
Kj

Q(x) dx.

Ainsi, nous obtenons la formulation semi-discrète

∂tQj +
1

|Kj |
∑
`∈Nj

Φj`(Qj ,Q`) = 0 (3.7)

où Φj`(Qj ,Q`) est le flux numérique à travers l’interface Fj`. Ici, nous choisissons un flux centré,

Φj`(U,V)
def
=

1

2
(F(U) + F(V)) ·Nj`.

La définition de la fonction F permet d’écrire le flux numérique comme suit

Φj`(Qj ,Q`) =


−1

2

∑
l∈Nj

(Ej + E`)×Nj`

+
1

2

∑
l∈Nj

(Hj +H`)×Nj`

 =


−1

2

∑
l∈Nj

E` ×Nj`

+
1

2

∑
l∈Nj

H` ×Nj`


car ∑

`∈Nj

Nj` =

∫
∂Kj

nj` ds =

∫
Kj

div(1, 1, 1)t dx = 0.

Finalement, nous choisissons un schéma saute-mouton pour la discrétisation en temps qui a
l’avantage d’être totalement explicite et non dissipatif. Dans la suite, les inconnues En

j relatives au
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champ électrique sont approchées à des pas de temps entiers n∆t tandis que celles correspondant
au champ magnétique seront évaluées à des demi-pas de temps (n+ 1

2)∆t et notées Hn+1/2
j . La

formulation discrète s’écrit alors{
Hn+1/2
j = Hn−1/2

j − ∆t µ−1
j (curlhEn)j

En+1
j = En

j + ∆t ε−1
j (curlhHn+1/2)j

(3.8)

où le rotationnel discret curlh est défini pour U = (Uj)j∈J par

(curlh(U))j = − 1

2|Kj |
∑
`∈Nj

U` ×Nj`. (3.9)

Le schéma (3.8) est initialisé par les donnéesE0 = (E0)j∈J etH−1/2 = (H−1/2)j∈J qui constituent
une approximation des champs initiaux E0 et H0.

Rappelons maintenant les propriétés principales du schéma (3.8) sur des maillages non struc-
turés (cf. [99] pour le cas structuré). Pour cela, nous introduisons un produit scalaire discret,

(U,V)h
def
=
∑
j∈Z
|Kj |Uj ·Vj

qui est bien défini pour des suites U = (Uj)j∈Z, V = (Vj)j∈Z dites à support compact ayant un
nombre fini de termes non nuls.
Conservation d’une énergie discrète de type saute-mouton

Pour n ∈ N, définissons EnE et EnH par

EnE = (εEn−1,En)h + (µHn−1/2,Hn−1/2)h et (3.10)
EnH = (εEn,En)h + (µHn+1/2,Hn−1/2)h. (3.11)

Alors EnE = E0
E et EnH = E0

H quel que soit n ∈ N. Il a été démontré dans [93] que En définit
une forme définie positive sous la condition CFL

∀j ∈ J, ∀` ∈ Nj , ∆t2 ≤ 16
|Kj ||K`|
PjP`

min(εjµ`, ε`µj) (3.12)

où Pj =
∑

j∈Nj |Fj`| est la mesure de la surface de la cellule Kj . Ceci implique la stabilité
du schéma (3.8) par rapport à EnE .

Résultat de stabilité L2

Définissons à présent une énergie discrète de type L2 par

En = (εEn,En)h + (µHn−1/2,Hn−1/2)h. (3.13)

Il est évident que En définit une forme définie positive. La stabilité peut être obtenue sous
une condition de type CFL qui dépend des paramètres caractéristiques L, Cmin et Cmax du
maillage (cf. §3.1). Ainsi, nous avons

En ≤ 1 + r

1− r
E0

pourvu que le pas de temps ∆t soit choisi de façon à ce que

1

λ

LCmax

4Cmin

∆t

h
≤ r < 1. (3.14)

Ici, λ est la borne inférieure des paramètres électromagnétiques définies dans (1.4).
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La condition CFL globale (3.14) est plus restrictive que la condition locale (3.12) car on
remarque que Pj ≤ LCmaxh

2 et |Kj | ≥ Cminh
3 quel que soit j ∈ J , et (3.14) implique donc

(3.12). Toutefois, le résultat de stabilité par rapport à l’énergie En garantit la convergence faible
dans L2 des champs discrets Eh et Hh qui sont définis à partir des suites (En

j )j∈J et (Hn−1/2
j )j∈J .

Le théorème suivant identifie la limite comme solution des équations de Maxwell au sens des
distributions si, en plus des hypothèses de régularité habituelles, la famille de maillages satisfait
la condition

lim
h→0

h ∑
Fj`∩B 6=∅

‖ωj − 2σj` + ω`‖2
 = 0 (3.15)

pour tout domaine borné B de R3. Ici, ωj (resp. σj` ) désigne le centre de gravité de la cellule
Kj (resp. de la face Fj`).

Théorème 3.1. [Convergence du schéma]

Soit (Th)h>0 une famille de maillages non structurés telle que les conditions (3.5) et (3.15)
soient satisfaites avec des constantes Cmin et Cmax indépendantes de h. Soit (Eh,Hh)h>0

la suite des champs discrets définis par le schéma (3.8) à partir de données initiales E0 et
H0 régulières.

Sous la condition CFL (3.14), une sous-suite de (Eh,Hh)h>0 converge faiblement dans
L2([0,+∞[,R3) vers une solution (E ,H) des équations de Maxwell (3.1) au sens des dis-
tributions. La limite (E ,H) appartient à C0([0,+∞[,L2(R3)) ∩ L2([0,+∞,H(curl;R3) ×
H(curl;R3)).

On peut montrer que sous la condition (3.15), l’énergie discrète En est conservée à la limite,

En = E0 +O(h).

Par conséquent, la norme L2 de (Hh(t, ·),Eh(t, ·)) converge vers la norme de la limite ce qui im-
plique finalement que la convergence des (sous-)suites (Hh,Eh)h>0 mentionnée dans le Théorème
3.1 est forte.

Terminons par quelques remarques sur la condition (3.15). Pour un maillage structuré de
pavés ou de tétraèdres réguliers, nous avons ‖ωj − 2σj` + ω`‖ = 0 et (3.15) est naturellement
vérifiée. Pour un maillage non structuré quelconque, ‖ωj−2σj`+ω`‖ = O(h) tandis que le nombre
de cellules dans un domaine borné B donné est de l’ordre de O(h−3). Par conséquent, la quantité
h

∑
Fj`∩B 6=∅

‖ωj − 2σj` + ω`‖2 est uniformément borné par rapport à h sous la seule condition de

régularité (3.5). La condition supplémentaire (3.15) exprime alors une certaine homogénéité du
maillage. Il est important de noter qu’il s’agit d’une condition suffisante qui intervient dans
l’analyse de consistance du schéma.

En effet, soit U = (Uj)j∈J une suite à support compact et F ∈
(
C∞0 (R3)

)3 un champ test.
Soit Fh = (F(ωj))j∈J la suite associée au champ F. On montre que

(curlhU,Fh)h − (U, (curlF)h)h = (U, curlhFh − (curlF)h)h

=
∑
j∈J

∑
`∈Nj

(DF(σj`)(ωj − 2σj` + ω`)×Nj`) ·Uj +O(h).

Sous la condition (3.15), le premier terme du membre à droite tend vers 0 ce qui permet de
montrer que le rotationnel discret curlh est une approximation consistante de l’opérateur curl.

Le schéma (3.8) a été testé sur différents maillages non structurés générés de façon arbitraire
sans tenir compte spécialement de la condition (3.15). Les résultats obtenus sont très satisfaisants
(cf. [99, 93]), surtout pour des temps de simulation longs où les schémas décentrés de type MUSCL
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deviennent rapidement trop diffusifs. Néanmoins, pour quelques maillages “pathologiques” qui de
toute évidence ne satisfont pas l’hypothèse (3.15), l’approximation du champ électromagnétique
par le schéma (3.8) est mauvaise ce qui laisse penser que l’homogénéité du maillage joue quand
même un certain rôle dans la convergence. En 1D, les Figures 3.1 et 3.2 illustrent ce phénomène.
Nous considérons une grille de 200 cellules de longueurs variables hi, une condition initiale
régulière de type gaussienne ainsi que des conditions périodiques au bord de l’intervalle. Pour
chaque grille Th de paramètre h = maxhi, on définit sa variation par

var(Th) =

N∑
i=1

|hi+1 − 2hi + hi−1|2

hi
.

La condition (3.15) s’écrit alors limh→0 var(Th) = 0. La Figure 3.1 compare les simulations à
t = 0 et t = 0.6 pour une grille régulière (graphique de gauche) pour laquelle hi = h et donc
var(Th) = 0, et une grille alternée (graphique de droite) pour laquelle h2i−1 = h et h2i = 2h de
sorte que var(Th) = 2. On voit clairement que la grille alternée ne permet pas une approximation
satisfaisante de la pulsation initiale. La Figure 3.2 illustre le fait que la qualité de l’approxi-
mation semble dépendre en effet de la variation de la grille : plus la variation est grande, plus
l’approximation montre des oscillations parasites.
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Figure 3.1 – Approximation par schéma VF avec flux centré sur grille régulière (gauche) et
alternée (droite).

3.3 Etude de la méthode de Galerkin discontinue

De par la nature de l’approche Volumes Finis qui est basée sur une approximation locale
constante des champs, la convergence du schéma (3.8) est relativement lente. Les méthodes de
Galerkin discontinues apparaissent alors comme une généralisation des schémas Volumes Finis
permettant d’obtenir des méthodes d’ordre élevé grâce au choix de l’espace d’approximation
locale qui contient maintenant des polynômes de degré supérieur.

Les travaux présentés dans [FLLP05] dont nous résumons ici les résultats principaux, géné-
ralisent en ce sens le schéma de Remaki (3.8).

Soit alors Th = {Kj | j ∈ J } un maillage de polyèdres du domaine Ω. Nous supposons que Th
satisfait les hypothèses de la section 3.1. A chaque cellule Kj , nous associons un espace vectoriel
Pj de dimension finie dj engendré par des champs de vecteurs (ϕj`)1≤`≤dj définis sur Kj . Les
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Figure 3.2 – Approximation par schéma VF avec flux centré sur grilles non-structurées de
variations différentes.

champs semi-discrets (Eh,Hh) appartiennent alors localement à Pj : quel que soit t,

Ej(·, t)
def
= Eh|Kj ∈ Pj , ∀j (3.16a)

Hj(·, t)
def
= Hh|Kj ∈ Pj , ∀j, (3.16b)

et peuvent présenter des discontinuités à travers les interfaces Fj` des cellules. Pour un champ
Uh discontinu, nous notons {Uh}j` sa moyenne sur toute interface Fj` intérieure :

{Uh}j` =
1

2

(
Uj|Fj` + U`|Fj`

)
.

Nous supposons que l’on dispose des estimations inverses suivantes pour les éléments de Pj :
pour tout j ∈ J , il existe des constantes αj > 0 et βj` > 0, ` ∈ Nj indépendantes du paramètre
h du maillage telles que pour tout ϕ ∈ Pj ,

‖ curlϕ‖0,Kj ≤
αjPj
|Kj |

‖ϕ‖0,Kj , et (3.17a)

‖ϕ‖0,Fj` ≤
βj`|Fj`|
|Kj |

‖ϕ‖0,Kj∀` ∈ Nj . (3.17b)

De telles estimations existent par exemples pour les espaces Pk(Kj) des polynômes de degré ≤ k.
Pour la discrétisation en espace, nous multiplions les équations de Maxwell (3.1) par un

champ test ϕ et intégrons les équations sur une cellule Kj . Par les formules de Green, nous
obtenons 

∫
Kj

εj∂tE ·ϕ dx = −
∫
∂Kj

(H× n) ·ϕ ds+

∫
Kj

H · curlϕdx,∫
Kj

µj∂tH ·ϕ dx =

∫
∂Kj

(E × n) ·ϕ ds−
∫
Kj

E · curlϕdx.
(3.18)

Comme pour le schéma Volumes Finis de la section précédente, nous choisissons un flux centré
pour approcher le “flux” de H (resp. E) à travers les faces Fj` de Kj :

∀j ∈ J, ∀` ∈ Nj , E|Fj` ≈ {Eh}j` , H|Fj` ≈ {Hh}j` .
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Pour la discrétisation en temps, nous prenons à nouveau un schéma saute-mouton. Nous no-
tons En

j les inconnues associées au champ électrique à l’instant tn = n∆t et Hn−1/2
j les inconnues

associées au champ magnétique à l’instant tn−1/2 = (n− 1
2)∆t pour un pas de temps ∆t > 0.

Le problème discret consiste alors à trouver pour En
h = (En

j )j∈J et Hn−1/2
h = (Hn−1/2

j )j∈J

donnés, (En
j ,H

n+1/2
j ) dans Pj × Pj tels que pour tout ϕ ∈ Pj ,

∫
Kj

εj
En
j −En−1

j

∆t
·ϕ dx = −

∑
`∈Nj

∫
Fj`

({
Hn−1/2
h

}
j`
× nj`

)
·ϕ ds+

∫
Kj

Hn−1/2
j · curlϕ dx,

∫
Kj

µj
Hn+1/2
j −Hn−1/2

j

∆t
·ϕ dx =

∑
`∈Nj

∫
Fj`

(
{En

h}j` × nj`
)
·ϕds−

∫
Kj

En
j · curlϕ dx.

(3.19)
On peut noter que dans le cas où Pj coïncide avec l’espace des constantes P0(Kj), nous

retrouvons le schéma de Volumes Finis de la section 3.2.
Afin d’écrire le problème (3.19) sous forme matricielle, décomposons les champs En−1

j et

Hn−1/2
j sur la base (ϕjk)k de l’espace Pj ,

∀x ∈ Kj , En−1
j =

dj∑
k=1

En−1
jk ϕjk, Hn−12

j =

dj∑
k=1

H
n−1/2
jk ϕjk.

Si ~Enj (resp. ~Hn−1/2
j ) désigne le vecteur (colonne) de Rdj des coefficients Enjk (resp. Hn−1/2

jk ),
(3.19) s’écrit pour chaque j sous la forme de deux systèmes linéaires dans Rdj :

[
Mε
j

~Enj − ~En−1
j

∆t

]
k

= −
∑
`∈Nj

∫
Fj`

({
~Hn−1/2

}
j`
× nj`

)
· ϕjk ds+

∫
Kj

~H
n−1/2
j · curlϕjk dx,[

Mµ
j

~H
n+1/2
j − ~H

n−1/2
j

∆t

]
k

=
∑
`∈Nj

∫
Fj`

({
~En
}
j`
× nj`

)
· ϕjk ds−

∫
Kj

~Enj · curlϕjk dx.

(3.20)
Les matrices de masse locales Mε

j et M
µ
j deMdj (R) sont définies par

(
Mε
j

)
k`

=

∫
Kj

εjϕj` ·ϕjk dx, 1 ≤ k, ` ≤ dj , (3.21a)(
Mµ
j

)
k`

=

∫
Kj

µjϕj` ·ϕjk dx, 1 ≤ k, ` ≤ dj . (3.21b)

Les hypothèses sur les coefficients ε et µ impliquent que les matrices Mε
j et M

µ
j sont symétriques

définies positives. L’implémentation du schéma (3.20) nécessite alors seulement l’inversion de
matrices de masses locales en plus du calcul des flux numériques.

Pour la prise en compte des conditions aux limites, on utilise le principe des cellules fictives.
Ainsi, la face d’une cellule Kj contenue dans le bord de Ω sera notée Fj` et considérée comme
l’interface entre Kj et une cellule fictive K`. Il convient alors de définir la valeur des champs
approchés En−1

` et Hn−1/2
` sur les cellules fictives.

Pour une condition de type conducteur parfait, nous définissons
(
En−1
`

)
|Fj`

= −
(
En−1
j

)
|Fj`

,(
Hn−1/2
`

)
|Fj`

=
(
Hn−1/2
j

)
|Fj`

,
(3.22)
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ce qui conduit à des flux numériques
{
En−1

}
j`

= 0 et
{
Hn−1/2

}
j`

= Hn−1/2
` conformément à la

condition exacte E × n = 0.
La prise en compte de la condition absorbante sur ΓI est plus technique. Nous renvoyons à

notre papier [FLLP05] pour les détails, et supposons pour la suite de ce paragraphe que ΓI = ∅.
Afin de montrer que le schéma (3.19) est stable, nous introduisons comme dans le cas P0 une

énergie discrète de type saute-mouton : En =
∑

j∈J Enj où l’énergie “locale” Enj est définie sur
Kj par

Enj =

∫
Kj

(
εjEn

j ·En
j + µjH

n−1/2
j ·Hn+1/2

j

)
dx. (3.23)

Conservation de l’énergie discrète : Sous l’hypothèse que la seule condition aux limites est
celle d’un conducteur parfait (ΓI = ∅), l’énergie discrète En définie par (3.23) est conservée
de façon exacte par le schéma (3.19), c’est-à-dire En = E0 quel que soit n ∈ N.
En présence d’une condition absorbante, on peut définir une énergie discrète modifiée Ẽn
qui est non croissante : Ẽn+1 − Ẽn ≤ 0.

Stabilité du schéma : Sous la condition de type CFL

∀j ∈ J, ∀` ∈ Nh, cj∆t
(

2αj + βj` max(

√
µj
µ`
,

√
εj
ε`

)

)
≤ 4|Kj |

Pj
, (3.24)

l’énergie discrète (3.23) définit une forme quadratique définie positive des inconnues (En
j )

et (Hn−1/2
j ). La condition (3.24) dépend de la vitesse de propagation cj = 1/

√
εjµj , du

rapport des coefficients électromagnétiques sur Kj et K` ainsi que du choix de l’espace
d’approximation locale Pj . Le membre de droite de (3.24) a la dimension d’une longueur
(Pj mesure la surface de Kj) et donne une approximation du diamètre hj de la cellule Kj .

Convergence du schéma semi-discret : Pour établir un ordre de convergence de la méthode
de Galerkin discontinue, il convient de fixer à présent les espaces d’approximation locale
Pj . Ici, nous étudions une méthode Pk-DGTD pour laquelle le maillage est constitué de
tétraèdres et Pj est l’espace de polynômes de degré inférieur ou égal à k. Tenant compte
de la seule discrétisation en espace, le problème semi-discret est posé sur l’espace

V DG
h =

{
vh ∈ L2(Ω)

∣∣∣ vh|Kj ∈ Pk(Kj)
}

et consiste à trouver Qh(·, t) = (Eh(·, t),Hh(·, t)) ∈ V DG
h × V DG

h tels que

m(∂tQh,Q′) + a(Qh,Q′) + b(Qh,Q′) = 0, ∀Q′ ∈ V DG
h × V DG

h . (3.25)

Les formes bilinéaires m(·, ·), a(·, ·) et b(·, ·) sont obtenues par sommation sur toutes les
cellules Kj et sont définies pour Qh = (Uh,Vh) et Q′h = (U′h,V

′
h) dans V DG

h par

m(Qh,Q
′
h) =

∫
Ω

(
εUh ·U′h + µVh ·V ′h

)
dx, (3.26a)

a(Qh,Q
′
h) =

∑
j∈J

∫
Kj

(
Uj · curlV ′j −Vj · curlU′j

)
dx, (3.26b)

b(Qh,Q
′
h) =

∑
Fj`

∫
Fj`

(
{V}j` [[U′]]j` − {U}j` [[V ′]]j`

)
ds. (3.26c)

Ici, le saut [[U]]T de la composante tangentielle d’un champ U ∈ V DG
h à travers l’interface

Fj` est défini par
[[U]]j` =

(
U`|Fj` −Uj|Fj`

)
× nj`.
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Alors, nous avons le résultat de convergence suivant

Théorème 3.2. [Convergence du schéma semi-discret]
Soit (Th)h>0 une famille régulière de maillages non-structurés satisfaisant la condition
d’homogénéité

∀h, ∀Kj ,∀` ∈ Nj ,
hi
h`
≤ η (3.27)

avec une constante η > 0 indépendante de h.
Soit (E ,H) la solution exacte des équations de Maxwell (3.1) et soit (Eh,Hh) la solution
semi-discrète de (3.25) avec Pj = Pk(Kj) quel que soit j. Supposons par ailleurs que (E ,H)
appartient à l’espace C0([0, T ],PH s+1(Ω;P)) pour s > 0, alors

max
t∈[0,T ]

‖qh(t)‖0,Ω . Thmin(s,k)‖(E ,H)‖C0([0,T ],PH s+1(Ω;P)). (3.28)

où qh = (E − Eh,H−Hh) désigne l’erreur de discrétisation.

Le schéma saute-mouton étant d’ordre 2 en temps, l’erreur totale est de l’ordre de

O(Thmin(s,k)) +O(∆t2).

La contrainte de la divergence : La solution des équations de Maxwell (3.1) reste à diver-
gence nulle au cours du temps pourvu que les conditions initiale E0 et H0 le soient. Au
niveau discret, cette relation ne peut être satisfaite de façon exacte. Néanmoins, nous pou-
vons montrer que les champs discrets vérifient la contrainte de divergence nulle dans un
sens faible. Considérons pour cela l’espace de discrétisation des éléments finis de Lagrange
d’ordre k + 1 conforme dans H1

0 (Ω) (cf. (1.35)) :

Sk+1
h =

{
ph ∈ H1

0 (Ω)
∣∣∣ ph|Kj ∈ Pk+1(Kj)

}
.

Soient En
h et Hn+1/2

h les champs discrets obtenus par le schéma (3.19). Alors

(εEn
h,∇ph) = (εEn−1

h ,∇ph) et (µHn+1/2
h ,∇ph) = (µHn−1/2

h ,∇ph) ∀ph ∈ Sk+1
h . (3.29)

Par conséquent, dès lors que les champs E0 et H0 sont à divergence nulle, les champs
discrets En

h et Hn+1/2
h sont à divergence discrète nulle au sens de (3.29) si on définit E0

h

(resp. H1/2
h ) par projection de E0 (resp. de H0) sur V DG

h .
La méthode a été implémentée à INRIA Sophia-Antipolis pour des géométries 3D dans une

version P0-DGDT et P1-DGDT sur des maillages tétraédriques. Notons que la version P0-DGDT
coïncide avec l’approche Volumes Finis développée dans la section 3.2. Les tests numériques com-
prennent des études dans des cavités métalliques (calcul de résonnances) ainsi que des problèmes
de diffraction par une sphère ou un avion. Nous renvoyons à [FLLP05] pour les graphiques. Les
résultats obtenus avec une version P1-DGDT parallélisée montrent clairement le gain en précision
par rapport à une approche Volumes Finis.

3.4 Conclusion

Nous avons vu que l’utilisation d’un schéma de type Galerkin discontinu basé sur des flux
centrés permet la simulation du champ électromagnétique sur des temps longs sans perte d’énergie
tout en gardant la flexibilité dans le choix des espaces d’approximation locale. Le développement
de ce type de méthodes d’ordre élevé continue à être un axe de recherche important comme le
témoignent les nombreuses publications postérieures aux nôtres (cf. par exemple [20, 53, 50]).
Dans leur version parallélisée, ces méthodes sont capables de traiter des configurations réalistes
telle que par exemple la diffraction d’ondes électromagnétiques par un avion pour la détection
radar.
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4.1 Introduction

Dans nos travaux antérieurs sur la prise en compte des singularités géométriques (Chapitre
2), le domaine de calcul en considération était supposé de régularité au moins lipschitzienne ce
qui exclut les domaines contenant des fissures. Si les techniques développées (méthode du champ
singulier, méthode de régularisation à poids ou raffinement de maillage) se généralisent sans trop
de difficulté aux domaines fissurés, nous présentons dans ce chapitre une idée différente, à savoir
la méthode des éléments finis étendus (eXtended Finite Element Method (XFEM) en anglais).

La méthode des éléments finis étendus a été introduite par Moës, Dolbow et Belytschko pour
un problème de propagation de fissures dans le cadre de l’élasticité linéaire [82]. Dans une simu-
lation basée sur les éléments finis classiques, la propagation de la fissure nécessite le remaillage
du domaine fissuré à chaque pas de temps ce qui est extrêmement coûteux. L’idée des éléments
finis étendus consiste à mailler uniquement le domaine non fissuré tandis que la discontinuité
du champ de déplacement à travers la fissure ainsi que le comportement singulier au fond de
fissure sont pris en compte explicitement dans l’espace de discrétisation. La coûteuse étape de
remaillage au cours de la simulation peut alors être évitée. Les méthodes XFEM connaissent
un grand succès dans le domaine de la mécanique et de nombreuses variantes de la méthode
originale ont vu le jour [19, 30, 31, 33, 70].

En électromagnétisme, la simulation des champs dans un domaine fissuré intervient princi-
palement dans la modélisation des dispositifs de contrôle non destructif (CND). Le CND est
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un ensemble de méthodes permettant de caractériser l’état de santé d’une structure ou d’un
matériau sans le détériorer. Parmis les différentes techniques existantes, on trouve les méthodes
basées sur les ondes mécaniques (contrôle par ultrasons), mais la majorité utilise les ondes élec-
tromagnétiques : contrôle par rayons X, par thermographie infrarouge ou encore par courants de
Foucault. Si les méthodes actuelles sont capables de détecter la présence de fissures, elles ne sont
pas toujours fiables dans leur identification et localisation précises. Or, de telles informations
sont primordiales pour former un diagnostic en vue d’une prévention des risques que ce soit dans
le secteur aéronautique, le secteur nucléaire ou encore le secteur du bâtiment.

Le principe du contrôle non destructif repose sur le fait qu’un défaut dans la pièce à contrôler
conduit à une réponse mesurable. Dans le cas du CND par courants de Foucault, par exemple,
la présence d’une fissure modifie l’impédance de la bobine excitatrice/réceptrice. La mesure de
cette variation d’impédance permet ensuite de détecter et, éventuellement, de localiser la fissure.

Mathématiquement, les méthodes de contrôle non destructif rentrent dans la classe des pro-
blèmes inverses : à partir de mesures prises sur l’objet à contrôler, on cherche le défaut, en
l’occurence la fissure, qui est à l’origine de ces mesures. Pour cela, on minimise une fonction-
nelle (fonction coût) qui quantifie l’adéquation d’une fissure quelconque aux mesures. Il existe
essentiellement deux catégories de méthodes permettant la résolution numérique du problème
direct sous-jacent. La première, qualifiée de semi-analytique, est basée sur la connaissance d’une
fonction de Green pour définir une équation intégrale sur le défaut (cf. par exemple [23, 26]).
Cette équation intégrale permet ensuite d’établir un lien direct entre les mesures et la fissure. La
méthode présente l’avantage de réduire le domaine de calcul à la seule fissure qui est une variété
de dimension n− 1. Elle est par contre limitée à des configurations simples (demi-espace, milieu
homogène) pour lesquelles une fonction de Green est connue.

La deuxième catégorie regroupe les méthodes entièrement numériques qui nécessitent la si-
mulation du champ électromagnétique dans toute la pièce à contrôler [35, 34]. Ainsi, chaque
évaluation de la fonction coût équivaut à la résolution numérique du problème direct sur un
domaine de calcul qui dépend de la géométrie de la fissure candidate. Les méthodes de discréti-
sation classiques sont basées sur des maillages conformes à la géométrie. Il serait alors nécessaire
de remailler le domaine à chaque évaluation ce qui rendrait le coût de la méthode prohibitif.
Pour cette raison, nous avons développé une méthode d’éléments finis étendus pour les équations
de Maxwell qui permet de travailler avec un seul maillage du domaine non fissuré.

Dans la section 4.2, nous présentons les principes de la méthode XFEM-arêtes dans le cadre
des équations de Maxwell harmoniques en champ électrique dans un matériau homogène de
conductivité non nulle. Nous montrons qu’il s’agit d’une méthode conforme qui est d’ordre 1/2
au moins. Nous abordons également l’implémentation de la méthode et montrons des résultats
numériques. Le paragraphe 4.3 est consacré à la problématique de l’identification d’une fissure à
partir de mesures prises sur le domaine endommagé. Pour la résolution du problème d’optimisa-
tion sous-jacent, nous avons mis en place un algorithme génétique. Finalement, nous adressons
dans la section 4.4 le modèle des courants de Foucault qui permet de prendre en compte une
configuration réaliste d’un dispositif de contrôle non destructif.

4.2 Eléments finis d’arête étendus

4.2.1 Géométrie du domaine fissuré et résultats de régularité

Pour préciser la géométrie du domaine de calcul qui nous intéresse dans cette section, consi-
dérons un polygone convexe Q ⊂ R2 de bord Γ. Q modélise la structure sans défaut. La fissure
est représentée de façon idéalisée par un segment fermé Σ = {sx∗ + (1− s)x0 | s ∈ [0, 1]} dans
Q̄. Nous nous limitons au cas d’une fissure débouchante ce qui signifie que l’une des extrémités
de Σ, en l’occurence x0, est située sur le bord Γ tandis que le fond de fissure x∗ appartient à
l’ouvert Q. Dans la suite, nous notons Ω le domaine fissuré : Ω = Q \ Σ.
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Nous supposons que le matériau occupant Q est homogène, de conductivité non nulle et
entouré d’un conducteur parfait. Reprenant la formulation des équations de Maxwell en régime
harmonique dans la configuration transverse électrique (1.12), nous cherchons le champ électrique
E ∈ H0,Γ(curl; Ω) tel que

(µ−1 curlE, curlF)− ω2(εσE,F) = iω(Js,F) ∀F ∈ H0,Γ(curl; Ω). (4.1)

Puisque εσ = ε+ iσω avec σ > 0 sur Q, la forme sesquilinéaire du problème (4.1) est coercive sur
H0,Γ(curl; Ω) ce qui rend le problème bien posé. Dans la suite, nous supposons que la source Js
est à divergence nulle dans Q et à support dans Ω. On montre alors en prenant des champs tests
sous forme de gradients que div E = 0 dans Ω et E · nΣ = 0 sur Σ. Notons que la condition aux
limites E · nΣ = 0 n’est pas contenue dans l’espace fonctionnel de la formulation. Elle exprime
le fait qu’aucun courant ne peut passer à travers la fissure. Par conséquent, les lignes de courant
contournent la fissure et la composante tangentielle de E est en général discontinue.

La méthode des éléments finis étendus nécessite une connaissance précise du comportement
des champs au voisinage de la fissure. Au voisinage du fond de fissure x∗, ce comportement se
décrit en variables locales (r∗, θ∗) au moyen de la fonction singulière

S1(r∗, θ∗) = η∗(r∗)r1/2 sin

(
θ∗

2

)
.

Ici, le demi-axe θ∗ = 0 correspond au prolongement dans Ω de la fissure dans la direction de
τΣ de sorte que Σ est donnée respectivement par θ∗ = π d’un côté et θ∗ = −π de l’autre. A
l’embouchure x0, le comportement singulier du champ électrique relève de la singularité d’un
problème scalaire avec conditions aux limites mixtes. Remarquons qu’en présence de conditions
mixtes, le champ développe une singularité forte uniquement si l’angle que forment les segments
porteurs des conditions mixtes est supérieur à π

2 . Plus précisément, notons Ω+ (resp. Ω−) le
sous-domaine de Ω situé "au-dessus" (resp. "en dessous") de la fissure :

x ∈ Ω+ si x · nΣ > 0,
x ∈ Ω− si x · nΣ < 0.

Alors, si l’angle ω+ entre Σ et Γ ∩ Ω+ est supérieur à π
2 , nous définissons la fonction singulière

S2(r0, θ0) =

{
η0(r0)rλ

+

0 sin (λ+θ0) dans Ω+,
0 dans Ω−,

avec λ+ = ω+

2π . Si au contraire ω− > π
2 , nous avons

S2(r0, θ0) =

{
0 dans Ω+,

η0(r0)rλ
−

0 sin (λ−θ0) dans Ω−,

avec λ− = ω−

2π . Notons que pour simplifier la présentation, nous avons supposé que le domaine
Q est convexe de sorte que dans tous les cas ω+ ou ω− est inférieur à π

2 .
Nous pouvons alors établir le théorème de décomposition suivant
Théorème 4.1. [Théorème de décomposition]

Tout champ E ∈ H0,Γ(curl; Ω) ∩ H0,Σ(div; Ω) admet une decomposition en une partie
régulière et une partie singulière qui s’écrit sous forme d’un gradient : il existe Er ∈ H1(Ω)
telle que Er × n = 0 sur Γ et Er · nΣ = 0 sur Σ et cα ∈ C (α ∈ I), tels que

E = Er +
∑
α∈I

cα∇Sα. (4.2)

Ici, I = {2} si ω+ > π
2 ou ω− > π

2 , et I = {1} sinon.
Si E est la solution du problème (4.1) avec Js ∈ L2(Q) et div Js = 0 dans Q et supp(Js)∩
Σ = ∅, alors Er appartient à H3/2−η(Ω) quel que soit η ∈]0, 1/2].
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Figure 4.1 – Exemple d’arête enrichie (gauche) et non enrichie (droite)

On peut remarquer que la partie régulière Er de la solution du problème (4.1) est à rotationnel
dans H1(Ω). En effet, on a curlEr = curlE et curlµ−1 curlE = iωJs + ω2εσE ∈ L2(Ω). Or, en
deux dimensions, l’opérateur curl est un gradient tourné ce qui montre le résultat vu que µ est
supposé constant.

4.2.2 Discrétisation par XFEM-arêtes

A présent, nous considérons une triangulation Th du domaine non fissuré Q. Soit E l’ensemble
des arêtes (orientées) de Th et Xedge

h = Vect(we, e ∈ E) l’espace de discrétisation par éléments
finis d’arête défini dans la section 1.5.1 qui est engendré par les fonctions de base we. Précisons
que Xedge

h est conforme dans H(curl;Q).
Afin de prendre en compte la discontinuité du champ électrique à travers la fissure, nous

définissons l’ensemble des arêtes enrichies EH par

e ∈ EH si et seulement si la fissure traverse supp(we).

La figure 4.1 montre deux exemples de fissures, l’une enrichie, l’autre non. On peut noter en
particulier que le triangle qui contient le fond de fissure, ne contient aucune arête enrichie.

La discontinuité à travers Σ est maintenant introduite par une fonction de type Heaviside,

H(x) =

{
1 si x ∈ Ω+,
−1 si x ∈ Ω−,

(4.3)

tandis que les singularités au fond de fissure ainsi qu’à son embouchure seront ajoutées explici-
tement à l’espace de discrétisation. Ceci conduit à l’espace de la méthode XFEM-arêtes

XXFEM
h = Xedge

h ⊕Vect(Hwe, e ∈ EH)⊕Vect(∇Sα, α ∈ I). (4.4)

La méthode XFEM-arêtes est conforme dansH(curl; Ω) : nous pouvons montrer queXXFEM
h ⊂

H(curl; Ω). Si V XFEM
h = XXFEM

h ∩ H0,Γ(curl; Ω) désigne l’espace de discrétisation avec prise en
compte de la condition aux limites sur Γ, le problème discret s’écrit :{

Trouver Eh ∈ V XFEM
h tel que

(µ−1 curlEh, curlFh)− ω2(εσEh,Fh) ∀Fh ∈ V XFEM
h .

(4.5)

Remarquons que nous nous trouvons dans un cadre fonctionnel qui permet l’application
du Lemme de Céa. Aussi, une estimation de l’erreur de discrétisation passe par la définition
appropriée d’un opérateur d’interpolation. Pour cela, nous avons adapté les travaux de Chahine
et al. [30, 32] au problème des équations de Maxwell.
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Figure 4.2 – Triangles proches du fond de fissure.

Supposons que le champ u se décompose en une partie régulière ur ∈ H1(Ω) ainsi qu’une
partie singulière selon (4.2). Nous définissons alors l’interpolée XFEM-arêtes de E par

rXFEM
h u =

∑
e∈E

aewe +
∑
e∈EH

beHwe +
∑
α∈I

cα∇Sα

où les coefficients cα sont ceux de la décomposition (4.2), et ae et be sont donnés par les degrés
de liberté associés aux arêtes de la façon suivante : si l’arête e n’est pas enrichie (e ∈ E \ EH),
alors

ae = `e(ur) =

∫
e
ur · τe ds.

Si au contraire, e ∈ EH est une arête enrichie, les coefficients ae et be sont donnés par

ae + be = `e(E+ur)
ae − be = `e(E−ur).

Ici, E+ (resp. E−) désigne un opérateur de prolongement de Ω+ (resp. Ω−) vers Q qui préserve
la régularité du rotationnel. Cette définition garantit une estimation optimale de l’erreur d’in-
terpolation sur les triangles d’intersection vide avec la fissure ainsi que sur les triangles dont
toutes les arêtes sont enrichies. En effet, sur un triangle K qui n’intersecte pas la fissure, on a
(rXFEM
h ur)K = rKur où rK est l’opérateur d’interpolation local relatif aux éléments finis d’arête

classiques. De même, sur un triangle K dont toutes les arêtes sont enrichies, on montre que

(rXFEM
h ur)K∩Ω± = (rKE±ur)K∩Ω±

et on applique les estimations classiques (cf. [83]) au champ prolongé E±ur. La méthode XFEM-
arêtes pourrait alors être qualifiée de méthode d’ordre 1, conformément à l’ordre des éléments
finis d’arête de plus bas degré. Toutefois, en raison de la faible régularité de la partie régulière
Er qui, en général, n’appartient pas à H2(Ω), il existe deux triangles particuliers sur lesquels
l’erreur d’interpolation E − rXFEM

h E est seulement en O(h1/2−η) avec η arbitrairement proche
de 0. Ces triangles sont le triangle de fond de fissure et son voisin (cf. Figure 4.2).

Les estimations locales conduisent au
Théorème 4.2. [Estimation de l’erreur de discrétisation]

Soit E ∈ H0,Γ(curl; Ω) la solution de (4.1) et Eh ∈ V XFEM
h la solution du problème dis-

cret(4.5) par la méthode XFEM-arêtes. Soit Er ∈ H1(Ω) la partie régulière de E selon la
décomposition (4.2) telle que curlEr ∈ H1(Ω). Alors il existe une boule B∗h de rayon O(h)
centrée en x∗ telle que

||E−Eh||H(curl,Ω) . h
(
||Er||21,Ω + ||curlEr||21,Ω

)1/2
+ h1/2−η ‖Er‖H3/2−η(B∗h∩Ω) . (4.6)

On a déjà évoqué le fait que la présence du terme en h1/2−η dans l’estimation (4.6) est due à la
faible régularité de Er. Bien évidemment, on pourrait pallier ce manque de régularité en prenant



50 CHAPITRE 4. MÉTHODE DES ÉLÉMENTS FINIS D’ARÊTE ÉTENDUS

en compte dans la partie singulière les termes suivants du développement asymptotique de sorte
que la nouvelle partie régulière ait la régularité H2 (cf.[43] pour l’étude du champ électrique
au voisinage d’un point angulaire). La méthode XFEM-arêtes serait alors d’ordre 1 ce qui est
optimal.

4.2.3 Implémentation

Pour l’implémentation de la méthode XFEM-arêtes, nous écrivons le problème discret (4.5)
sous forme matricielle AXFEMUXFEM = FXFEM. En raison de la structure de l’espace de discré-
tisation XXFEM

h , le système AXFEMUXFEM = FXFEM a une structure par blocs :AE BE CE
BTE AH CH
CTE CTH AS

UEUH
US

 =

FEFH
FS

 (4.7)

Les différents blocs du système reflètent les trois parties de l’espace XXFEM
h , à savoir

• les éléments finis d’arête classiques Xedge
h pour les blocs AE , UE et FE ,

• les éléments finis enrichis Vect(Hwe, e ∈ EH) pour AH , UH et FH , et finalement
• la partie singulière Vect(∇Sα, α ∈ I) pour AS , US et FS .

Les blocs BE , CE et CH décrivent l’interaction entre les arêtes classiques, les arêtes enrichies et les
singularités. On peut noter que la forme sesqui-linéaire du problème (µ−1 curl ·, curl ·)−ω2(εσ·, ·)
conduit à une matrice symétrique à coefficients complexes car Imεσ 6= 0. En revanche, elle n’est
pas hermitienne. Néanmoins, la coercivité de la forme sesqui-linéaire implique que la matrice du
système est inversible.

Il est possible d’écrire le système (4.7) sous forme de deux systèmes linéaires ayant la même
matrice creuse. Ceci s’avère avantageux aussi bien pour le stockage de la matrice ainsi que pour
son conditionnement. En effet, alors que les blocs AE , BE et AH relèvent de termes de type
éléments finis, les blocs CE , CH et AS sont liés aux singularités et ne sont donc plus creux.
En regroupant les termes éléments finis (enrichis ou non) d’une part, et les termes relatifs aux
singularités de l’autre, nous obtenons

AXFEM =

[
A C
Ct AS

]
, UXFEM =

[
U
US

]
et FXFEM =

[
F
FS

]

avec A =

[
AE BE
BTE AH

]
, C =

[
CE
CH

]
, U =

[
UE
UH

]
et F =

[
FE
FH

]
.

Ensuite, nous pouvons calculer la solution de (4.7) par l’algorithme suivant en suivant une
idée de [63]. 

(1) résoudre AV = F
(2) résoudre AS = C
(3) résoudre (AS − CtS)US = FS − CtV
(4) poser U = V − SUS

(4.8)

On peut remarquer que la matrice AS − CtS du système de l’étape (3) est le complément de
Schur de la matrice AXFEM du fait que S = A−1C par (2). Les propriétés de la matrice AXFEM

garantissent alors l’existence et l’unicité de US . Ici, nous avons choisi d’utiliser des méthodes
directes pour la résolution du système comme par exemple la factorisation de Crout A = LDLt

avec une matrice L triangulaire inférieure et une matrice D diagonale.
Les calculs élémentaires pour la matrice AXFEM font intervenir des intégrales sur des triangles

qui sont traversés par la fissure. En pratique, chacun de ces triangles est coupé en trois sous-
triangles situés d’un seul côté de la fissure (cf. Figure 4.3). Les formules de quadrature sont
ensuite appliquées sur les sous-triangles. Une telle approche a été développée dans [30] pour une
méthode XFEM basée sur les éléments finis de Lagrange.
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Figure 4.3 – Découpage d’un triangle enrichi.
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Figure 4.4 – Solution exacte de régularité H3/2−η (haut) et approximation par XFEM-arêtes
(bas).

4.2.4 Résultats numériques

Nous terminons cette section avec quelques résultats numériques (cf [LLN11] pour un aperçu
plus complet). Pour valider la méthode XFEM-arêtes, nous l’avons appliquée dans des cas où une
solution analytique est connue. Nous avons choisi un maillage structuré du domaine non fissuré
Q en triangles rectangles. La figure 4.4 montre l’approximation par XFEM-arêtes du champ

E(r, θ) = ∇
(
r3/2 sin

(
3θ

2

))
donné en coordonnées polaires locales par rapport au fond de fissure x∗. La partie singulière de
cette solution est nulle, tandis que la partie régulière, qui coïncide donc avec E, a la régularité
minimale H3/2−η. Notons qu’il s’agit d’un problème avec condition aux limites non homogène
puisque E n’est pas à trace tangentielle nulle sur Γ. On procède alors par relèvement numérique
de la composante tangentielle sur le bord. Le taux de convergence observé τnum ≈ 0.99 est très
proche de 1, contrairement à ce que les résultats théoriques du Théorème 4.2 laissaient craindre.
Il est possible que l’estimation (4.6) ne soit pas optimale et que la trop faible régularité de la
partie régulière n’influence pas l’ordre de convergence dans la pratique.

Dans un deuxième exemple, nous imposons une source surfacique sur le bord inférieur du
domaine (y = −0.5), tandis que la source volumique Js vaut zéro. Comme auparavant, il s’agit
d’une condition aux limites non homogène qu’on prend en compte par un rélèvement numérique.
La figure 4.5 met en évidence la discontinuité de la composante tangentielle du champ, alors que
la composante normale s’annule conformément au modèle.
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Figure 4.5 – Solution avec source surfacique sur le bord inférieur (y = −0.5). Composante
tangentielle (gauche) et composante normale (droite) à la fissure.

4.2.5 Le cas instationnaire

Finalement, nous avons testé une configuration instationnaire correspondant au modèle (1.8)
des équations de Maxwell en régime transitoire :

ε∂2
t E + curlµ−1 curl E = 0 dans Ω× (0, T ),
E × n = gs sur Γ× (0, T ),
µ−1 curl E × n = 0 sur Σ× (0, T ),
E(x, 0) = E0, ∂tE(x, 0) = E1 sur Ω.

(4.9)

Ici, nous supposons que le matériau est diélectrique de permittivité ε > 0 et de perméabilité
µ > 0. Le problème (4.9) est bien posé si la donnée gs (qui est une fonction dépendant du
temps) permet un relèvement régulier. En particulier, gs devrait s’annuler à l’embouchure de
la fissure afin de satisfaire les conditions de compatibilité entre les traces sur Σ et celles sur Γ.
La formulation faible du problème (4.9) rentre alors dans le cadre de la théorie variationnelle
de Lions-Magenès [75], et la solution admet une décomposition en parties régulière et singulière
selon (4.2) avec des coefficients cα = cα(t) continus sur l’intervalle de temps [0, T ] (cf. [13]).

La discrétisation en espace par la méthode XFEM-arêtes conduit à un système d’équations
différentielles ordinaires que l’on choisit de résoudre numériquement par un schéma de Newmark
implicite d’ordre 2 et inconditionnellement stable. La Figure 4.6 ci-dessous compare l’intensité
du champ électrique en présence d’une fissure (colonne gauche) avec celle dans un matériau sans
défaut (colonne droite). La donnée au bord gs est donnée dans les deux cas par

gs(x, y, t) =

{
χ(t) cos

(
π
2 t
)

si y = −0.5,
0 sinon.

Ici, χ(t) est une fonction de troncature régulière telle que χ ≡ 0 au voisinage de t = 0. Ceci
modélise une source agissant seulement après un laps de temps initial et permet de satisfaire les
conditions de compatibilité avec les données initiales E0 = E1 = 0.

On voit clairement que la fissure perturbe la propagation du champ électromagnétique après
un certain temps qui dépend de la vitesse de propagation dans le milieu.

4.3 Application à l’identification de fissures

Dans cette section, nous appliquons la méthode XFEM-arêtes à la localisation de fissures :
à partir de mesures prises sur l’objet à contrôler, nous cherchons la position et la forme de la
fissure qui est à l’origine des mesures.
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Figure 4.6 – Evolution en temps de l’intensité du champ électrique dans un domaine avec fissure
(colonne gauche) et dans un domaine sans défaut (colonne droite)
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Notre démarche s’inspire des travaux de Rabinovich et al. [95, 96] qui ont tésté une approche
similaire dans le cadre du contrôle non destructif par ultrasons. Nous mettons en place un al-
gorithme génétique (AG) pour la minimisation de la fonction coût. Quant au problème direct,
il sera résolu par la méthode XFEM-arêtes présentée dans la section précédente. Le choix d’une
méthode d’optimisation de type AG a été guidé par le manque d’informations a priori sur la
fonction coût. En effet, les algorithmes génétiques sont connus pour être capables de trouver de
façon efficace un ensemble de bonnes solutions dans un espace de recherche de taille très impor-
tante. Par ailleurs, l’utilisation d’un AG a permis de mettre à l’épreuve la méthode XFEM-arêtes
dans une situation où une méthode d’éléments finis classique aurait conduit à des temps de cal-
culs prohibitifs du fait du grand nombre d’évaluations de la fonction coût. Rappelons qu’une
méthode d’éléments finis classique utilise un maillage conforme à la géométrie ce qui nécessite le
remaillage du domaine de calcul chaque fois que la géométrie de la fissure change. La méthode
XFEM-arêtes, quant à elle, est basée sur un seul maillage (du domaine non fissuré) ce qui permet
d’éviter la coûteuse étape de remaillage. Tout les calculs ont été effectués sur la machine CLOVIS
du Centre de calcul de Champagne-Ardenne ROMEO.

4.3.1 Définition de la fonction coût

En l’absence de mesures expérimentales, nous avons généré des mesures synthétiques par la
résolution du problème direct pour une fissure Σ∗ fixée qu’il s’agissait alors de retrouver par
l’algorithme d’optimisation. Plus précisément, on cherche à minimiser l’écart m∗ −m(Σ) entre
les mesures m∗ prises sur la pièce endommagée Ω∗ = Q \ Σ∗ et la prédiction m(Σ) des mesures
sur un domaine de fissure Σ.

Nous avons testé notre approche pour plusieurs types de mesures (cf. [BoLeLo12]). Ici,
nous présentons les résultats pour le modèle instationnaire (4.9) pour lequel nous avons choisi
des mesures de type “énergie magnétique” :

W (t) =
1

2

∫
Ω
µ−1| curl E(x, t)|2 dx. (4.10)

La fonction coût correspondant à W est alors définie par

C(Σ) =
‖W −W ∗‖L2((0,T ))

‖W ∗‖L2((0,T ))
, (4.11)

où W ∗(t) représente la mesure prise sur la pièce à contrôler à l’instant t. C dépend de la fissure
Σ à travers le domaine de calcul Ω = Q \ Σ et le champ E , solution de (4.9) sur Ω.

Quant au problème inverse, il est formulé pour des raisons de stabilité numérique, par la
maximisation d’une fonction score :

arg max
Σ
S(Σ) (4.12)

avec
S(Σ) =

1

1 + C(Σ)
.

On note que la fissure recherchée conduit idéalement à un score S(Σ∗) = 1.

4.3.2 Paramètres de l’algorithme génétique

Nous avons choisi de résoudre le problème de maximisation (4.12) par un algorithme géné-
tique. Le principe d’un algorithme génétique est simple et emprunte le vocabulaire de la théorie
d’évolution : à partir d’une population initiale, les individus de la population actuelle évoluent
par croisement et mutation vers une population d’individus mieux adaptés au critère d’optimi-
sation (cf. Figure 4.7). Les critères de sélection, de croisement et de mutation varient d’un AG
à l’autre, et nous précisons dans la suite de ce paragraphe les paramètres pour la mise en œuvre
du nôtre.
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Figure 4.7 – Schéma d’un algorithme génétique.

Codage d’un individu : Dans notre étude, les individus sont les fissures. Un individu est alors
codé par une suite Xc = (X(1), . . . ,X(P )) de P ≥ 2 points du domaine Q. Les points X(p)
sont deux à deux distincts avec une distance minimale qui dépend du pas du maillage.
Par ailleurs, nous imposons que le premier point X(1) appartient au bord Γ, tandis que
les autres points sont situés à l’intérieur de Q. Les tests que nous montrons ci-dessous
ont été effectués avec des populations de fissures définies par P = 2 points, correspondant
respectivement à l’embouchure et au fond de fissure.

Taille d’une population : A chaque itération, la population contient 100 individus.
Croisement : La stratégie d’évolution choisie pour le croisement de deux individus correspond

à un “cross-over” classique, autrement dit, deux individus échangent l’embouchure ou le
fond de fissure (cf. Figure 4.8).

Figure 4.8 – Croisement de deux individus.

Mutation : Pour une faible proportion d’individus (5% de la population), une modification par
mutation est appliquée. Il s’agit de changer légèrement la position d’un des points X(p)
choisi de façon aléatoire.

Critères d’arêt : Le choix des critères d’arrêt est une opération délicate dans le paramétrage
d’un AG. En effet, il faut garantir la qualité des solutions trouvées tout en gardant l’ef-
ficacité de la méthode. Ici, nous avons procédé à une centaine de tests avant de fixer les
paramètres. Ainsi, l’algorithme s’arrête au bout de maximal 50 itérations ou si la fonction
score n’a pas été améliorée pendant au moins 15 itérations.

Parallélisation : Par nature, un AG est parallélisable : en effet, les multiples évaluations de la
fonction score peuvent être effectuées de façon indépendante, et donc parallèle. Ici, nous
avons choisi d’implémenter notre algorithme à l’aide de la plateforme ParadisEO [28, 102].
Cette plateforme est dédiée aux méthodes méta-heuristiques et permet une implémentation
rapide et efficace en précisant simplement certaines parties spécifiques du problème. La
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Figure 4.9 – Population initiale, intermédiaire et finale. Mesures W ∗ générée sur le même
maillage que celui utilisé par l’AG.

Figure 4.10 – Population initiale, intermédiaire et finale. Mesures W ∗ générée sur un maillage
plus fin que celui utilisé par l’AG.

parallélisation des méthodes est réalisée au sein de la plateforme et ne nécessite aucun
travail supplémentaire.

4.3.3 Résultats numériques

Les résultats numériques présentés dans ce paragraphe correspondent au problème inverse
(4.12) relatif à la résolution du problème direct (4.9) pour la fonction source

gs(x, y, t) =

{
χ(t) cos

(
π
2 t
)
η(‖x− x0‖)(1 + x) si y = −0.5,

0 sinon.

sur le bord extérieur Γ. Ici, χ et η sont deux fonctions de troncature qui s’annulent au voisinage
de 0. Ceci garantit la compatibilité de gs avec la condition aux limites sur Σ et des conditions
initiales E0 = E1 = 0. Par ailleurs, on peut noter la présence du terme 1 + x afin d’éviter
une symétrie du problème. Les coefficients électromagnétiques ainsi que le temps final pour ce
problème à caractère académique ont été fixés à 1.

Les figures 4.9 et 4.10 ci-dessous montrent l’évolution de la population initiale vers une
population finale où tous les individus s’accumulent en une fissure proche de la fissure recherchée.
Pour le test de la figure 4.9, les mesures ont été générées par une simulation sur le même maillage
que celui utilisé par l’AG ce qui constitue en quelque sorte un “crime inverse”. Dans le deuxième
test (Figure 4.10), nous avons utilisé un maillage plus fin pour la génération des mesures ce qui
explique l’augmentation de l’erreur.

Il est toujours possible qu’un AG converge prématurément vers une solution erronnée. Afin
d’éviter cette dérive, chaque test a été répété une dizaine de fois. La table 4.1 donne les statistiques
pour les différentes configurations. Si on compare par exemple les scores moyens du meilleur
individu trouvé au cours des 10 essais, on voit que le test avec mesures sur maillage plus fin
(S = 0.92) est moins performant que celui avec mesures sur le même maillage (S = 0.98).
En effet, on peut vérifier que la fissure recherchée Σ∗ conduit à un score différent de 1 si les
mesures ont été générées par le maillage plus fin que celui utilisé par l’AG. En revanche, les deux
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W ∗ par W ∗ par
le même maillage maillage plus fin

Score du meilleur individu

Maximum 0.99 0.92
Minimum 0.95 0.92
Moyenne 0.98 0.92
Ecart type 0.01 0.00

Erreur du meilleur individu

Maximum 0.75 0.23
Minimum 0.01 0.10
Moyenne 0.14 0.15
Ecart type 0.22 0.04

Nombre d’itérations

Maximum 35 31
Minimum 10 13
Moyenne 21 20
Ecart type 8 6

Table 4.1 – Statistiques sur 10 essais.

configurations donnent des résultats comparables quant à l’erreur moyenne et le nombre moyen
d’itérations. Ici, l’erreur du meilleur individu correspond à la moyenne quadratique de la distance
entre les points définissant la fissure recherchée Σ∗ et celle que l’on a trouvée.

4.4 Application aux courants de Foucault

Les courants de Foucault sont des courants électriques qui sont induits dans des matériaux
conducteurs par un champ magnétique variable. Depuis leur découverte par le physicien français
Léon Foucault (1819–1868), les courants de Foucault ont trouvé de nombreuses applications
parmi lesquelles les systèmes de freinage sur poids lourds, les plaques de cuisson à induction ou
le contrôle non destructif (CND). C’est cette dernière application qui a motivé nos travaux sur
les éléments finis étendus. Le principe du CND par courants de Foucault est simple : on approche
une bobine parcourue par un courant alternatif de la pièce à inspecter. Le champ magnétique de
la bobine induit dans la pièce conductrice les courants de Foucault lesquels génèrent à leur tour
un champ magnétique qui interagit avec le champ magnétique de la bobine. Il en résulte une
variation mesurable de l’impédance de la bobine. Lorsque la pièce à contrôler présente des fissures,
les courants de Foucault sont déviés et la varaiation d’impédance change de façon significative
et permet ainsi de détecter les défauts. Du fait de l’effet de peau, les courants de Foucault
ne pénètrent que peu dans le milieu conducteur. Ils sont ainsi utilisés principalement pour la
détection de défauts de surface ou en petite profondeur.

Dans le cas d’une géométrie simple, la variation d’impédance peut être calculée à l’aide de
la solution d’une équation intégrale posée sur la surface de la fissure (cf. [23] parmi d’autres).
Ici, nous nous intéressons à des méthodes basées sur la connaissance du champ électrique dans
le domaine volumique ce qui permet de prendre en compte des géométries plus complexes. En
vue d’une discrétisation par la méthode des éléments finis étendus qui nécessite la connaissance
du comportement asymptotique au voisinage de la fissure, nous aborderons dans les sections
4.4.1 et 4.4.2 le problème en champ électrique et la décomposition de ce dernier en une partie
régulière et une partie singulière. Notre étude se limite à une configuration en deux dimensions
avec une fissure droite. Le domaine de calcul comprend à la fois la pièce à contrôler et le milieu
isolant extérieur (de l’air dans notre cas) qui contient la bobine. Le comportement singulier au
voisinage du fond de fissure est asymptotiquement le même que pour le problème étudié à la
section 4.2. En revanche, à l’embouchure de la fissure, la situation est totalement différente du
fait que le point d’embouchure se situe non plus sur le bord du domaine, mais bien sur l’interface
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entre la pièce conductrice et l’air. Nous avons démontré dans [LN14] que le champ électrique est
régulier dans le conducteur, mais qu’il présente une singularité à l’extérieur dont nous donnons
la forme explicite. Nos résultats sont en cohérence avec les descriptions dans la littérature de
la communauté physique et électronique [25] et donnent un cadre fonctionnel rigoureux pour
la formulation variationnelle du problème des courants de Foucault en présence d’une fissure
débouchante. Pour les simulations numériques par la méthode des éléments finis étendus, nous
adoptons la formulation A−ψ en potentiels combinés que nous présentons dans la section 4.4.3.
La section 4.4.4 est consacrée à la discrétisation du problème A − ψ par éléments finis étendus
et à la présentation de quelques résultats numériques pour le problème direct.

4.4.1 Le problème des courants de Foucault en champ électrique

Soit Qc un domaine de Rd avec d = 2 ou d = 3 représentant une pièce conductrice de
conductivité constante σc > 0. Considérons un domaine Q ⊂ Rd tel que Qc ⊂ Q et notons
Qe = Q \Qc le milieu extérieur de conductivité 0 (il s’agit en général de l’air). Soient finalement
Γ∞ = ∂Q le bord de Q et Γj , j = 0, . . . , J , les composantes connexes de l’interface Γ = ∂Qc∩∂Qe
entre le conducteur et l’air. Dans la suite, nous notons uc (resp. ue) la restriction d’un champ u
au conducteur (resp. au domaine extérieur).

Le modèle des courants de Foucault est dérivé des équations de Maxwell (1.1) en négligeant le
courant de déplacement ∂tD. En régime harmonique, ceci consiste à mettre à zéro le terme ωε qui
est négligeable devant la conductivité σc lorsque la fréquence angulaire ω n’est pas trop grande.
C’est dans ce sens que l’on doit comprendre la terminologie ’modèle basse fréquence’ employée
parfois pour le modèle des courants de Foucault. On trouve dans [6] une analyse asymptotique
qui montre que le modèle des courants de Foucault est une approximation d’ordre deux des
équations de Maxwell sous certaines conditions sur la densité de courant J.

A la limite ωε→ 0, les lois d’Ampère et de Faraday s’écrivent

curlH = J (4.13a)
curlE = −iωµH. (4.13b)

La densité de courant J est la somme d’un terme source Js qui représente la bobine et des
courants de Foucault JCF qui, d’après la loi d’Ohm, sont proportionnels au champ électrique E
et n’existent que dans le conducteur :

JCF = σE.

Nous supposerons désormais que Js vérifie les conditions

div Js = 0 dans Q, et supp(Js) ⊂ Qe (4.14)

ce qui correspond à la configuration d’une bobine situé à une petite distance du conducteur.
En éliminant le champ magnétique H des équations (4.13), on obtient la formulation en

champ électrique du modèle des courants de Foucault,

curlµ−1 curlE + iωσE = −iωJs (4.15)

qui sera complétée par les conditions de jauge

div(εeEe) = 0 dans Qe, et < Ee · n, 1 >Γj= 0, ∀j = 0, . . . , J. (4.16)

ainsi qu’une condition de radiation à l’infini ou encore une condition aux limites E× n = 0 sur
le bord extérieur Γ∞. Le caractère bien posé de ce problème a été démontré dans [6] pour des
domaines non bornées de topologie non triviale. Il s’avère en effet que les propriétés topologiques
du conducteur jouent un rôle important dans la détermination des courants de Foucault. Les
conditions (4.16) apparaissent naturellement en dérivant d’abord des propriétés sur la divergence
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de la solution des équations de Maxwell complètes, et en passant ensuite à la limite en ωε (cf.
[46] pour une discussion détaillée).

Supposons maintenant que le conducteur Qc présente une fissure Σ débouchante (cf. Figure
4.11). Nous nous limitons à une fissure droite dans une configuration 2D. La question du com-
portement des courants de Foucault au voisinage de singularités géométriques du conducteur
a été adressée dans [46], mais le cas d’une fissure n’y est pas traité. Ici, nous supposons pour
simplifier la présentation que le conducteur Qc ainsi que le domaine de calcul Q sont réguliers.
Pour fixer les idées, nous supposerons que l’embouchure x0 de la fissure est située sur Γ0. Nous
notons Γ±0 les parties de l’interface de part et d’autre de x0 et posons Γ0

0 = Γ0 \ {x0}. Comme
auparavant, x∗ désigne le fond de fissure. Le problème des courants de Foucault est alors posé
dans le domaine fissuré Ω = Q \ Σ et nous notons Ωc = Qc \ Σ. Nous considérons le cas d’une
fissure idéale d’épaisseur nulle. Ainsi, aucun courant ne traverse la fissure ce qui se traduit par
les conditions

[E× n] 6= 0 et σE · n = 0 sur Σ. (4.17)

Le problème des courants de Foucault dans un domaine avec fissure s’écrit alors
curlµ−1 curlE + iωσE = −iωJs dans Ω
Ec · n = 0 sur Σ
Ee × n = 0 sur Γ∞
div Ee = 0 dans Ωe

< Ee · n, 1 >Γj= 0 ∀j = 0, . . . , J.

(4.18)

De la première équation de (4.17), on déduit que σE est à divergence nulle dans Ω et même dans
Q du fait que Ec · n = 0 sur Σ. Ceci implique la continuité de la trace normale du champ σE à
travers l’interface Γ. Puisque σ = 0 dans Ωe, on obtient facilement

Ec · n = 0 sur Γj , j = 0, . . . , J. (4.19)

L’espace naturel pour le champ électrique sur Ωc est alors H(curl; Ωc)∩H0(div; Ωc). La question
du choix d’un espace variationnel pour Ee est plus délicate. D’après la loi de Faraday, curlE
appartient à L2(Ω), et il semble alors tout indiqué de chercher Ee dans H(curl; Ωe). Si tel était
le cas, la trace tangentielle Ee × n serait bien définie dans H−1/2(Γj) quel que soit j = 0, . . . , J .
D’autre part, les courants de Foucault, et donc Ec, sont réguliers au voisinage de l’embouchure x0

de la fissure du fait que la fissure forme un angle inférieur à π avec l’interface. Or, Ec ·n = 0 sur
Γ0 et sur Σ ce qui implique que Ec(x0) = 0 puisque Ec(x0) est orthogonal aux deux vecteurs nΣ

et nΓ0 . Par continuité de la trace tangentielle de E à travers Γ, il viendrait alors que Ee×n ≡ 0 en
x0 ce qui contredit l’analyse de [25] qui prédit une chute de tension du potentiel électrique à cet
endroit. L’espace H(curl; Ωe) ne convient donc pas pour la formulation du problème des courants
de Foucault en présence d’une fissure débouchante. Nous présentons dans le paragraphe suivant

Figure 4.11 – Configuration pour le problème des courants de Foucault en présence d’une fissure.
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une analyse du comportement asymptotique du champ électrique au voisinage de l’embouchure
ce qui permet de définir l’espace fonctionnel pour la formulation variationnelle du problème.

4.4.2 Comportement asymptotique du champ électrique au voisinage de la
fissure

Afin de tenir compte d’une éventuelle singularité à l’embouchure x0 de la fissure, nous intro-
duisons les espaces de Sobolev à poids relatifs à la distance r0(x) = ‖x−x0‖. Pour un paramètre
α > 0, nous posons

L2
α(Ωe) =

{
f ∈ D′(Ωe)

∣∣ rαf ∈ L2(Ωe)
}

(4.20)

et
H1,α(Ωe) =

{
f ∈ D′(Ωe)

∣∣ rα−1f ∈ L2(Ωe), r
α∂if ∈ L2(Ωe) ∀i = 1, 2

}
. (4.21)

L’espace des champs de vecteurs est alors défini comme suit,

Xα(Ω) =

{
v ∈

(
D′(Ω)

)2 ∣∣∣∣ curl v ∈ L2(Ω); vc ∈ H0(div; Ωc);
rαve ∈ L2(Ωe); div ve ∈ L2(Ωe); ve × n = 0 on Γ∞

}
, (4.22)

et nous notons

‖v‖Xα(Ω) =
(
‖ curl v‖20,Ω + ‖vc‖20,Ωc + ‖ div vc‖20,Ωc + ‖rαve‖20,Ωe + ‖div ve‖20,Ωe

)1/2
.

sa norme.
Le théorème suivant montre que les champs de Xα(Ω) se décomposent en une partie régulière

par morceaux et une partie singulière qui dérive d’un potentiel scalaire localisé d’une part au fond
de fissure et d’autre part à son embouchure, mais à l’extérieur du conducteur. Pour cela, nous
définissons les coordonnées polaires locales en x∗ par (r∗, θ∗) avec r∗ = ‖x−x∗‖ et θ∗ ∈ [−π, π] tel
que θ∗ = ±π correspond aux deux côtés de la fissure. De même, (r0, θ0) désignent les coordonnées
polaires locales en x0 dans Ωe avec la convention que θ0 = 0 correspond à Γ−0 .

Théorème 4.3. [Décomposition de Xα(Ω)]

Soit 0 < α < 1/2. Soient les fonctions singulières S∗ et S0 définies en coordonnées polaires
locales par

S∗(r∗, θ∗) = (r∗)1/2 sin
θ∗

2
(4.23)

et
S0(r0, θ0) =

θ0

π
. (4.24)

Tout champ v ∈ Xα(Ω) admet une décomposition

v = w + c∗∇ (η∗S∗) + c0∇ (η0S0) (4.25)

avec un champ w = (wc,we) ∈ H1(Ωc) × H1(Ωe) régulier par morceaux, c∗ et c0 des
scalaires complexes et η∗ (resp. η0) une fonction de troncature par rapport au fond de
fissure x∗ (resp. à l’embouchure x0) définie sur Ωc (resp. sur Ωe).
La décomposition dépend de façon continue du champ v et nous avons les estimations

‖wc‖1,Ωc + |c∗| . ‖ curl vc‖0,Ωc + ‖div vc‖0,Ωc (4.26)

et

‖we‖H(curl,div ε;Ωe)+|c0| . ‖vc‖H(curl;Ωc)+‖ curl ve‖0,Ωe+‖div ve‖0,Ωe+
J∑
j=0

| < γnve, 1 >Γj |.

(4.27)
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Les idées principales de la preuve : La décomposition de vc dans Ωc s’obtient par des
résultats classiques comme au Théorème 4.1. Le comportement asymptotique de vc au voisinage
de l’embouchure est donné par les singularités du Laplacien avec condition de Neumann. Puisque
l’angle entre la fissure et le bord Γ0 (ou sa tangente en x0) est inférieur à π, vc appartient à H1

au voisinage de x0.
La décomposition de ve est moins standard. Notons tout d’abord que le bord de Ωe est régulier

d’après les hypothèses sur la géométrie. La seule singularité se situe alors en x0. Afin d’en établir
une forme explicite, nous écrivons dans un premier temps la décomposition de Helmholtz de ve.
Pour cela, remarquons que ve appartient à l’espace à poids L2

α(Ωe) qui s’injecte de façon continue
dans Lp(Ωe) quel que soit p ∈ [1, 2

α+1 [. Or, d’après les travaux d’Amrouche et al. [10], l’existence
d’une décomposition de Helmholtz habituellement démontrée dans L2(Ωe) peut également être
obtenue dans le cadre des espaces Lp(Ωe) quel que soit p ≥ 1. Ainsi ve s’écrit

ve = curlψe,r +∇ϕe (4.28)

avec ψe,r ∈ H2(Ωe) tel que γ0ψe,r = 0 sur Γ0, γ0ψe,r = const. sur Γj , 1 ≤ j ≤ J , et ϕe ∈
W 1,p

0,Γ∞
(Ωe). On montre ensuite que ϕe est solution d’un problème du type

−∆ϕe = f in Ωe

ϕe = 0 on Γ∞
ϕe = g0 + d0 on Γ0

0

ϕe = gj + dj on Γj ∀ 1 ≤ j ≤ J
< ∂nϕe, 1 >Γj = bj ∀ 0 ≤ j ≤ J,

(4.29)

avec f ∈ L2(Ωe), g0 ∈ H3/2(Γ0
0), gj ∈ H3/2(Γj) (j ≥ 1), et bj ∈ C. La présence des constantes

dj indique que la condition aux limites ϕe = gj est vérifiée à une constante additive près. La
régularité H3/2 sur l’interface Γ en dehors de l’embouchure x0 s’obtient par la régularité de vc
dans Ωc et la continuité de la trace tangentielle loin de x0 du fait que curl v appartient à L2

globalement sur tout le domaine Ω. On note que les données du problème (4.29) sont régulières
sauf en x0. Mais, comme H3/2(Γ±0 ) s’injecte de façon continue dans C0(Γ±0 ), le saut de g0 en x0

est bien défini. La dernière étape consiste alors à exhiber la singularité de ϕe en x0. Pour cela,
remarquons que la fonction singulière S0 définie par (4.24) appartient à H1,α(Ωe) et est solution
du problème 

∆u = 0 dans R2
−,

u(ξ, 0) = 1 si ξ > 0,
u(ξ, 0) = 0 si ξ < 0

dans le demi-espace R2
−. On en déduit l’existence d’une constante c0 ∈ C telle que ϕe−c0∇(η0S0)

est régulière ce qui démontre le résultat.

La formulation variationnelle en champ électrique est maintenant donnée sur le sous-espace
de Xα(Ω),

Yα(Ω) =
{
v ∈ Xα(Ω)

∣∣ < ve · n, 1 >Γj= 0 ∀ 0 ≤ j ≤ J
}
, (4.30)

par 
Trouver E ∈ Yα(Ω) tel que pour tout v ∈ Yα(Ω)∫

Ω
µ−1 curlE curl vdx +

∫
Ωc

div Ec div vc dx+

∫
Ωe

div Ee div ve dx

+ iω

∫
Ωc

σcEc · vc dx = −iω
∫

Ω
J · vdx.

(4.31)

Notons qu’il s’agit d’une formulation régularisée puisque les contraintes de divergence nulle se
traduisent par la présence des termes (div ·, div ·) au lieu d’être contenues dans l’espace varia-
tionnel. En adaptant des techniques de [46] au cas d’un domaine avec fissure, nous obtenons
le
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Théorème 4.4. [Existence et unicité pour le problème en champ électrique]

Soit J ∈ L2(Ω) tel que div Js = 0 dans Ω et supp(J) ⊂ Ωe. Soit 0 < α < 1/2. Alors le
problème (4.31) admet une unique solution E qui est à divergence nulle dans Ωe et dans
Ωc.

4.4.3 La formulation A− ψ en potentiels combinés

La formulation en champ électrique ne se prête pas facilement à une discrétisation par élé-
ments finis. En effet, le problème régularisé (4.31) nécessiterait l’utilisation d’une méthode d’élé-
ments finis nodaux qui, en présence de singularités géométriques, ne permettent pas d’approcher
la solution physique du problème comme on a pu le voir au chapitre 2. Quant à une discrétisation
du champ électrique par éléments finis d’arête, elle s’avère problématique en vue des contraintes
de divergence. Il est alors souvent préférable de choisir une formulation basée sur la décomposi-
tion des champs en potentiels. Dans cette section, nous présentons la formulation (A, ψ) qui est
basée sur une décomposition du champ électrique.

Pour cela, rappelons que l’induction magnétique B = µH est à divergence nulle (cf. (1.1d)) et
que sa composante normale est continue à travers la fissure d’après [23]. On en déduit que B est à
divergence nulle dans le domaine non fissuré Q, et il existe un potentiel vecteur A ∈ H0(curl;Q)
tel que

B = curlA dans Q. (4.32)

Reportant cette expression dans la loi de Faraday (4.13b), on obtient

curl(E + iωA) = 0 dans Ω

du fait que E est à rotationnel dans L2(Ω). Or, le domaine Ω n’est pas simplement connexe et
l’existence d’un potentiel scalaire nécessite quelques commentaires. La technique habituelle (cf.
[9] par exemple) consiste à introduire des “coupures” Σj , de sorte que le domaine Ω0 = Ω \∪jΣj

soit simplement connexe. Ici, une seule coupure Σ0 est suffisante, et on peut supposer que la
fissure Σ et la coupure Σ0 ont comme point commun l’embouchure x0. D’après les résultats du
paragraphe précédent, nous savons que Ec ∈ L2(Ωc) et Ee ∈ Lp(Ωe) pour 1 ≤ p < 2

α+1 . La
décomposition de Helmholtz pour des champs de Lp (cf. [10]) s’écrit

E = −iω (A +∇ψ) (4.33)

dans le domaine Ω0 où ψ ∈ L2(Ω) est tel que ψc ∈ H1(Ωc) et ψe ∈ W 1,p(Ωe). En vue de la
condition aux limites vérifiée par E et par A sur Γ∞, on peut choisir ψ tel que ψ = 0 sur
Γ∞ \ Σ0. Mais E et A appartiennent à H(curl; Ω \ V(x0)) en dehors d’un voisinage V(x0) de
l’embouchure x0, et leur trace tangentielle est donc continue à travers la coupure Σ0 loin de x0.
Par conséquent, les traces de ψ de part et d’autre de Σ0 diffèrent seulement d’une constante
et cette constante est nulle puisque ψ = 0 sur Γ∞ \ Σ0. En tenant compte des résultats du
paragraphe précédent, le potentiel scalaire ψ appartient à l’espace

Sα(Ω) =
{
ϕ ∈ L2(Ω)

∣∣ ϕc ∈ H1(Ωc); ϕe ∈ H1,α(Ωe); ϕc − ϕe = const. sur Γ \ {x0}; ϕe = 0 sur Γ∞
}
,

et la décomposition (4.33) est valable sur Ω au lieu de Ω0.
On obtient alors la formulation (A, ψ) en reportant (4.33) dans (4.13a) avec la loi d’Ohm :

curlµ−1 curlA + iωσ(A +∇ψ) = Js dans Ω, (4.34a)
iω div(σ(A +∇ψ)) = 0 dans Ωc (4.34b)

où (4.34b) exprime la conservation des charges, div J = 0. Les équations (4.34a) et (4.34b)
ne définissent le potentiel scalaire ψ que dans le conducteur Ωc ce qui est suffisant pour une
simulation des courants de Foucault.
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Afin de garantir l’unicité des potentiels A et ψ, nous rajoutons les conditions de jauge sui-
vantes :

div A = 0 dans Q, et
∫

Ωc

ψc dx = 0. (4.35)

La condition sur A est la jauge de Coulomb, celle sur ψ permet de fixer la constante du potentiel
scalaire.

La formulation variationnelle du problème (4.34) est maintenant donnée sur l’espace V =
X0(Q)× U0(Ωc) qui contient les conditions de jauge. Plus précisément, nous posons

X0(Q) =
{
v ∈ H0(curl;Q)

∣∣ (v,∇ξ) = 0 ∀ξ ∈ H1
0 (Q)

}
(4.36)

et
U0(Ωc) =

{
ϕ ∈ H1(Ωc)

∣∣∣∣ ∫
Ωc

ϕdx = 0

}
. (4.37)

En tenant compte des conditions aux limites A× n = 0 sur Γ∞ et J · n = 0 sur Γ, il s’agit alors
de

Trouver (A, ψ) ∈ X0(Q)× U0(Ωc) tel que∫
Ω
µ−1 curlA curlA′ dx+ iω

∫
Ωc

σc(A +∇ψ) ·A′ dx =

∫
Ωe

Js ·A′ dx, ∀A′ ∈ X0(Q),

iω

∫
Ωc

σc(A +∇ψ) · ∇ψ′ dx = 0, ∀ψ′ ∈ U0(Ωc).

(4.38)
On montre par un raisonnement similaire à celui dans [48] où la formulation A − ψ a été

étudiée pour un domaine sans fissure, que (4.38) admet une unique solution. Par ailleurs, on
peut construire une extension de ψ à Ωe en résolvant un problème scalaire de sorte que le champ
E = −iω(A +ψ) soit la solution du problème (4.31) en champ électrique. D’après les remarques
en début de ce paragraphe, on déduit alors que les formulations(4.31) et (4.38) sont équivalentes.

La discrétisation des conditions de jauge est en général une question délicate. Le résultat du
théorème suivant revêt alors une importance particulière car il assure que la solution (A, ψ) du
problème jaugé est une solution du problème non jaugé. Par conséquent, ce dernier admet au
moins une solution, et seule l’unicité n’est pas assurée.

Théorème 4.5. [Existence d’une solution du problème sans jauge]

Suppposons que Js satisfait les conditions (4.14). Soit (A, ψ) ∈ V la solution de (4.38).
Alors, ∫

Ω
µ−1 curlA curlA′ dx+ iω

∫
Ωc

σc(A +∇ψ) ·A′ dx =

∫
Ωe

Js ·A′ dx, (4.39)

quel que soit A′ ∈ H0(curl;Q). De même,∫
Ωc

σc(A +∇ψ) · ∇ψ′ = 0 (4.40)

quel que soit ψ′ ∈ H1(Ωc).

La démonstration du Théorème 4.5 repose essentiellement sur la décomposition de Helmholtz
des champs de H0(curl;Q) qui est classique. Notons que les mêmes arguments que dans [48]
s’appliquent car A est indépendant de la fissure.

4.4.4 Discrétisation par éléments finis étendus

Dans cette section, nous discutons la discrétisation de la formulation A−ψ par une méthode
d’éléments finis étendus.
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Soit alors Th une triangulation du domaine non fissuré Q. Nous supposons que la triangulation
respecte la partition (Qc, Qe) de Q de sorte que pour tout élément K ∈ Th on ait, soit K ⊂ Qc,
soit K ⊂ Qe. Notons que le domaine de la configuration 4.11 n’est pas polygonal. Il ne peut
donc être recouvert de façon exacte par les éléments de Th. Néanmoins, l’approximation de
la géométrie par des triangles est du même ordre que l’erreur de discrétisation puisque nous
utilisons des éléments finis de degré 1. Pour simplifier les notations, nous ne distinguons donc
pas le domaine discret et le domaine physique.

Soit E l’ensemble des arêtes de la triangulation Th et N l’ensemble de ses nœuds. Puisque
le potentiel scalaire est défini seulement dans le conducteur, nous introduisons l’ensemble Nc =
N ∩Qc. Rappelons que selon le principe des éléments finis étendus, le maillage est indépendant
de la fissure et d’éventuelles discontinuités des champs seront prises en compte dans l’espace de
discrétisation.

D’après la section 4.4.3, le potentiel vecteur A est défini sur Q et ne dépend pas de la fissure
Σ. Nous choisissons alors de le discrétiser par éléments finis d’arête classiques,

Ah(x) =
∑
e∈E

Aewe(x), (4.41)

avec Ae ∈ C.
Cependant, le potentiel scalaire ψ est discontinu à travers la fissure et présente une singularité

de type r1/2 au voisinage du fond de fissure x∗. Pour ψ, nous mettons alors en place une méthode
d’éléments finis étendus basée sur les nœuds du maillage.

Introduisons dans un premier temps l’ensemble Nc,H des nœuds enrichis situés dans Qc.
Conformément aux travaux de Moës et al. [82] qui ont été à l’origine des méthodes XFEM, un
nœud MI est enrichi si le support de la fonction de forme wI associée est traversé par la fissure.
Ici, les fonctions (wI)I∈Nc sont défines de manière usuelle par{

wI(MJ) = δIJ ∀ J ∈ Nc
wI|K ∈ P1(K) ∀K ⊂ Qc.

Soit H la fonction de type Heaviside relative à la fissure (cf. (4.3)) et S∗ la fonction singulière
(4.23) au fond de fissure. On cherche le potentiel scalaire discret ψh sous la forme

ψh(x) =
∑

I∈Nc,H

ψIwI(x) +
∑

I∈Nc,H

ψHI (HwI)(x) + ψ∗η∗S∗(x) (4.42)

avec ψI , ψHI et ψ∗ dans C, et η∗ une fonction de troncature localisée en x∗. Notons UXFEM
h (Ωc)

l’espace de discrétisation pour ψh qui est conforme dans H1(Ωc) :

UXFEM
h (Ωc) = Vect (wI , MI ∈ Nc)⊕Vect (HwI , MI ∈ Nc,H)⊕Vect (∇(η∗S∗)) . (4.43)

Le problème discret n’admet une solution unique que si l’on rajoute des conditions de jauge. Pour
le potentiel scalaire, nous choisissons comme pour le problème continu les fonctions à moyenne
nulle,

UXFEM,0
h (Ωc) =

{
ϕh ∈ UXFEM

h (Ωc)

∣∣∣∣ ∫
Ωc

ϕdx = 0

}
.

L’unicité du potentiel vecteur Ah est assurée par une condition de “divergence discrète nulle” :

V edge,0
h (Q) =

{
vh ∈ V edge

h (Q) | (vh,∇ξh) = 0 ∀ξh ∈ Sh(Q)
}

où Sh(Q) désigne l’espace de discrétisation par éléments finis de Lagrange de type P1,

Sh(Q) =
{
ξh ∈ H1

0 (Q)
∣∣ ξh|K ∈ P1(K)

}
.
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Le problème discret avec condition de jauge consiste à

Trouver (Ah, ψh) ∈ V edge,0
h (Q)× UXFEM,0

h (Ωc) tel que∫
Ω
µ−1 curlAh curlA′h dx+ iω

∫
Ωc

σc(Ah +∇ψh) ·A′h dx =

∫
Q

Js ·A′h dx,

∀A′h ∈ V
edge,0
h (Q),

iω

∫
Ωc

σc(Ah +∇ψh) · ∇ψ′h dx = 0,

∀ψ′h ∈ U
XFEM,0
h (Ωc).

(4.44)

Ici encore, les arguments de [48] s’appliquent pour montrer l’existence et l’unicité d’une
solution de (4.44) puisque le potentiel vecteur discret Ah est recherché dans le même espace de
discrétisation que pour un problème sans fissure.

Les espaces V edge,0
h (Q) et UXFEM,0

h (Ωc) ne se prêtent pas facilement à une implémentation
du problème discret, même si différentes conditions de jauge discrètes ont été expérimentées
[1, 81, 2]. De l’autre côté, si on considère le problème discret sans jauge, la difficulté consiste à
montrer que le second membre appartient effectivement à l’image de la matrice du système sans
quoi l’existence d’une solution n’est pas garantie. Ici, nous surmontons cette difficulté par une
implémentation astucieuse du terme de source d’après une idée de [100] pour le problème de la
magnétostatique.

En effet, le champ Js étant à divergence nulle, il existe un potentiel T0 (scalaire dans la
configuration 2D) tel que Js = curlT0. Par intégration par parties, nous obtenons∫

Qe

Js ·A′h dx =

∫
Q
T0 curlA′h dx (4.45)

pour tout champ discret A′h dans l’espace discret sans jauge V edge
h .

La proposition 4.1 ci-dessous stipule que la solution (Ah, ψh) du problème (4.44) satisfait les
équations variationnelles pour tout champ (A′h, ψ

′
h) dans l’espace V edge

h (Q) × UXFEM
h (Ωc). Ceci

montre que le problème discret sans condition de gauge admet au moins une solution.

Proposition 4.1.

Soit (Ah, ψh) ∈ V edge,0
h (Q) × UXFEM,0

h (Ωc) la solution du problème discret (4.44) avec
conditions de jauge. Alors∫

Ω
µ−1 curlAh curlA′h dx+ iω

∫
Ωc

σc(Ah +∇ψh) ·A′h dx =

∫
Q
T0 curlA′h dx, (4.46)

quel que soit A′h ∈ V
edge
h (Q), et

iω

∫
Ωc

σc(Ah +∇ψh) · ∇ψ′h dx = 0, (4.47)

quel que soit ψ′ ∈ UXFEM
h (Ωc).

Preuve: Il est évident que l’équation (4.47) est vérifiée pour tout ψ′h ∈ UXFEM
h (Ωc) puisque

le potentiel scalaire n’intervient qu’à travers son gradient.
Pour montrer (4.46), considérons un champ test A′h ∈ V

edge
h (Q). D’après la décomposition

de Helmholtz discrète, A′h se décompose en

A′h = Ã
′
h +∇τ ′h
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avec un champ Ã
′
h ∈ V

edge,0
h (Q) qui satisfait la condition de jauge et τ ′h ∈ Sh(Q). En insérant

cette décomposition dans le membre de gauche de l’équation (4.46), il vient∫
Ω
µ−1 curlAh curlA′h dx+ iω

∫
Ωc

σc(Ah +∇ψh) ·A′h dx

=

∫
Ω
µ−1 curlAh curl Ã

′
h dx+ iω

∫
Ωc

σc(Ah +∇ψh) ·
(
Ã
′
h +∇τ ′h

)
dx

=

∫
Ω
µ−1 curlAh curl Ã

′
h dx+ iω

∫
Ωc

σc(Ah +∇ψh) · Ã′h dx

puisque la restriction de τ ′h à Ωc appartient à l’espace des éléments finis enrichis UXFEM
h (Ωc) et

convient donc comme fonction test dans (4.47). Ainsi, le terme impliquant ∇τ ′h s’annule. Comme
Ã′h satisfait la condition de jauge discrète, on déduit de (4.44) que∫

Ω
µ−1 curlAh curl Ã

′
h dx+ iω

∫
Ωc

σc(Ah +∇ψh) · Ã′h dx

=

∫
Q

Js · Ã
′
h dx =

∫
Q
T0 curl Ã

′
h dx =

∫
Q
T0 curlA′h dx

ce qui montre (4.47).

Il convient de noter l’importance d’implémenter le second membre sous la forme (4.45) car
elle garantit l’existence d’une solution du problème sans condition de jauge. En effet, nous avons
vu au cours de la démonstration de la Proposition 4.1 que∫

Q
T0 curl Ã

′
h dx =

∫
Q
T0 curl

(
A′h −∇τ ′h

)
dx =

∫
Q
T0 curlA′h dx

puisque curl∇τ ′h = 0. Par contre, si l’on gardait l’expression de Js dans le second membre, on
aurait ∫

Qe

Js · Ã
′
h dx =

∫
Qe

Js ·
(
A′h −∇τ ′h

)
dx

et le terme impliquant ∇τ ′h ne s’annulerait en général pas car Js n’est pas numériquement à
divergence nulle due à des effets d’intégration numérique, par exemple. Par conséquent, le second
membre du système linéaire AX = F résultant ne serait pas dans l’image de la matrice ce
qui conduirait à un résidu constant dans l’utilisation de méthodes de résolution itératives. Ce
phénomène a été observé par Ren dans [100] pour un problème de magnéto-statique. Notons aussi
que l’utilisation de méthodes directes comme la factorisation LU est exclue puisque la matrice A
n’est pas inversible. En revanche, on montre sans difficulté qu’une méthode itérative comme le
gradient conjugué est bien définie puisque à chaque étape, le résidu r(k) = F −AX(k) reste dans
l’image de A pourvu que F s’y trouve. La méthode converge alors sous les conditions habituelles.
On peut toutefois remarquer que la matrice A est symétrique à coefficients complexes, mais pas
hermitienne. Des méthodes de type gradient conjugué ont été développées pour de telles matrices
[55].

Les résultats numériques ci-dessous ont été obtenus pour une configuration circulaire comme
celle de la Figure 4.11 avec un conducteur d’un diamètre de 10mm, une bobine de largeur 4mm
située à une distance de 1mm du conducteur et finalement un bord extérieur Γ∞ fixé à r = 18mm.
Nous avons simulé les courants de Foucault pour une fréquence f = 50kHz et une conductivité
σc = 106S/m. Le potentiel T0 qui permet de simuler la bobine peut être déterminé de façon
exacte et s’écrit

T0(r) =


I si r ≤ r1,

I
r2 − r
r2 − r1

si r1 ≤ r ≤ r2,

0 sinon.
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Figure 4.12 – Potentiel du terme source.

Ici, r1 et r2 désignent respectivement le rayon intérieur et extérieur de la bobine (cf. Fig. 4.12).
Les Figures 4.13 et 4.14 représentent respectivement les parties réelle et imaginaire des cou-

rants de Foucault Jh = −iωσ(Ah + ∇ψh) dans le conducteur et au voisinage de la fissure. On
observe que les lignes de courant tournent autour de la fissure et sont par ailleurs concentrées
sur le bord du conducteur. Ce phénomène, appelé effet de peau, caractérise tous les conducteurs
parcourus par un courant alternatif. Sur les Figures 4.15 et 4.16 nous représentons l’amplitude
‖Jh‖. On voit clairement le comportement singulier au fond de fissure tandis que J est régulier
au voisinage de x0.

Figure 4.13 – Densité de courant dans le conducteur : parties réelle (gauche) et imaginaire
(droite).

4.5 Conclusion et perspectives

L’utilisation de méthodes de type XFEM est une alternative intéressante aux méthodes clas-
siques dans la simulation du champ électromagnétique en présence de fissures. En effet, construire
des maillages d’un domaine fissuré reste une tache difficile, en particulier dans le cas de géométries
3D. La méthode des éléments finis étendus permet de simplifier largement cette étape de maillage
(ou remaillage) puisque seulement le domaine sans fissure sera maillé, la fissure elle-même étant
prise en compte dans l’espace de discrétisation. Nous avons généralisé le concept des éléments
finis étendus aux éléments finis d’arêtes ce qui ouvre un nouveau champ d’application de ce type
de méthodes qui, jusqu’à présent, étaient plutôt limitées aux problèmes de la mécanique. Avec la
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Figure 4.14 – Densité de courant au voisinage de la fissure : parties réelle (gauche) et imaginaire
(droite).

Figure 4.15 – Amplitude de la densité de courant : parties réelle (gauche) et imaginaire (droite).

Figure 4.16 – Amplitude de la densité de courant (vue 2D) : parties réelle (gauche) et imaginaire
(droite).

simulation du champ électromagnétique dans un dispositif de courants de Foucault, nous nous
sommes tournés vers des applications en contrôle non destructif. Pour le moment, nous sommes



4.5. CONCLUSION ET PERSPECTIVES 69

en mesure de localiser des fissures par algorithme génétique dans le cas du modèle simplifié qui ne
modélise que le conducteur. Nos travaux actuels portent sur la localisation d’une fissure dans une
configuration de CND réaliste qui comporte à la fois la pièce conductrice et le milieu extérieur
qui contient la bobine. La résolution du problème direct par une méthode XFEM donne déjà des
résultats satisfaisants, et l’inversion des données par algorithme génétique est en cours.
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Chapitre 5

Identification et contrôlabilité

Ce chapitre résume mes travaux en collaboration avec M. Darbas et O. Goubet du LAMFA
(Université de Picardie-Jules Verne, Amiens) dans le cadre du projet PINCEL du dispositif
IndustriLab financé par la région Picardie sur la période 2011–2014 :

[DGL12] M. Darbas, O. Goubet et S. Lohrengel, Exact boundary controllability of the
second-order Maxwell system : theory and numerical simulation, Comput. Math. Appl. 63
(2012), pp. 1212–1237.

[DL14] M. Darbas et S. Lohrengel, Numerical reconstruction of small perturbations in the
electromagnetic coefficients of a dielectric material, J. Comput. Math. 32 (2014), pp. 21–38.

5.1 Introduction

L’identification ou reconstruction de paramètres est un problème inverse que l’on rencontre
dans de multiples applications. On peut penser par exemple à la tomographie par impédance
électrique, une technique d’imagerie médicale par laquelle la conductivité du tissu humain est
reconstruite à partir de mesures de courant prises à la surface du corps. De manière générale, il
s’agit de détecter des perturbations dans les coefficients matériels (conductivité ou perméabilité)
d’un matériau qui est homogène lorsqu’il est sain. Depuis une dizaine d’années, de nombreux
travaux offrent un cadre mathématique rigoureux pour la résolution de ces problèmes inverses.
Sur le plan théorique, l’approche de Ammari et al. [7, 8] consiste à établir des formules asympto-
tiques permettant la reconstruction des perturbations. Dans le cadre des équations de Maxwell
harmoniques en temps, la mise en œuvre des méthodes de détection a été abordée par exemple
par Volkov [103] et Asch et Mefire [12].

Ici, nous nous intéressons à la reconstruction de petits défauts d’homogénéité dans la perméa-
bilité d’un matériau à partir de mesures dynamiques. Le modèle électromagnétique sous-jacent
est donné par les équations de Maxwell instationnaires dans une formulation en champ électrique.
La formule asymptotique qui est à la base de l’algorithme de reconstruction a été demontrée par
Ammari dans [4].

L’identification de paramètres et la contrôlabilité sont a priori deux thématiques différentes.
Si on les regroupe ici dans un même chapitre, c’est que la méthode de reconstruction que nous
avons développée, repose de façon essentielle sur le calcul numérique de termes de contrôle. Plus
précisément, nous abordons un problème de contrôlabilité exacte frontière : pour des conditions
initiales et un temps final donnés, nous cherchons le contrôle agissant sur le bord du domaine
qui amène le champ électrique à l’état d’équilibre au temps final. Le cadre fonctionnel pour la
construction d’un tel contrôle est donné par la Hilbert Uniqueness Method (HUM) de J.-L. Lions
[74].

Dans la section 5.2, nous rappelons les principes de la méthode HUM dans le cadre des
équations de Maxwell instationnaires du second ordre. Nous discutons la mise en œuvre de la

71
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méthode et donnons quelques exemples de calcul numérique du terme de contrôle. Dans §5.3,
nous présentons l’algorithme de reconstruction à partir de la formule asymptotique de Ammari
ainsi que quelques résultats numériques de reconstruction effective.

5.2 Contrôlabilité exacte frontière

Dans toute la suite, le domaine Ω est un domaine régulier de R2 ou de R3 et nous notons Γ
sa frontière. Le problème modèle est celui des équations de Maxwell instationnaires du second
ordre en l’absence de terme source dans la formulation en champ électrique (1.8). Soit T > 0 le
temps final et Γ0 ⊂ Γ une partie du bord de Ω. On cherche le champ E défini sur Ω× (0, T ) tel
que

∂2
t E + curl curl E = 0, dans Ω× (0, T ), (5.1a)

div E = 0, dans Ω× (0, T ), (5.1b)
E × n = G, sur Γ0 × (0, T ), (5.1c)
E × n = 0, sur (Γ \ Γ0)× (0, T ), (5.1d)
E(·, 0) = E0, ∂tE(·, 0) = E1, dans Ω. (5.1e)

Les coefficients électromagnétiques du matériau sont donnés par ε = 1, µ = 1 (pour simplifier la
présentation) et σ = 0. Le problème de contrôlabilité exacte frontière que nous abordons dans
cette section s’énonce alors comme suit :

(Pcontrol)

Etant donnés un temps final T > 0 et des conditions initiales {E0,E1},
trouver un champ G défini sur Γ0 × (0, T ) tel que
le champ électrique E , solution du problème (5.1) ci-dessus, vérifie
E(·, T ) = ∂tE(·, T ) = 0 dans Ω.

Tout champ G, solution du problème (Pcontrol), est appelé un contrôle qui amène le système
(5.1) au repos.

D’un point de vue mathématique, le système (5.1) est appelé exactement contrôlable à l’ins-
tant T si pour tout couple de données initiales {E0,E1} dans un espace Y HUM à préciser, on
trouve un contrôle G, solution de (Pcontrol). L’énoncé du problème de contrôlabilité amène plu-
sieurs remarques. Tout d’abord, du fait de la vitesse finie de la propagation des ondes électroma-
gnétiques, il est clair que le temps final doit être choisi suffisamment grand pour que (Pcontrol)
puisse avoir une solution. De même, la partie Γ0 du bord sur laquelle agit le contrôle doit ré-
pondre à certaines critères. En somme, T et Γ0 doivent être tels que tout rayon émanant d’un
point x ∈ Ω en t = 0 rencontre le bord Γ0 avant le temps final T . On dit alors que T et Γ0

contrôlent Ω géométriquement dans le sens de Bardos, Lebeau et Rauch [18]. Notons également
qu’il reste à préciser l’espace dans lequel sera pris le contrôle G et par la suite, en quel sens
E est une solution de (5.1). En effet, la régularité du contrôle ne permettra pas, en général, la
résolution de (5.1) au sens de la théorie variationnelle.

Le problème de la contrôlabilité exacte frontière des équations de Maxwell a été abordé
d’abord par Lagnese [68] pour le système du premier ordre (1.6) en milieu homogène, puis
généralisé au matériaux composites par Nicaise [87]. Phung [91] a amélioré ces résultats en
utilisant des outils de l’analyse microlocale. Nous avons adapté les résultats existants au problème
des équations de Maxwell du second ordre en clarifiant le cadre fonctionnel de toutes les étapes
conduisant à la construction de l’opérateur HUM. Ceci a abouti par la suite à une méthode de
calcul effectif du terme de contrôle.
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5.2.1 L’opérateur HUM

L’opérateur HUM, noté Λ, est défini à l’aide du problème adjoint de (5.1) et d’un problème
auxiliaire qualifié de rétrograde pour lequel la direction du temps est inversée. Le problème adjoint
s’écrit

∂2
tψ + curl curlψ = 0, dans Ω× (0, T ), (5.2a)

divψ = 0, dans Ω× (0, T ), (5.2b)
ψ × n = 0, sur Γ× (0, T ), (5.2c)
ψ(·, 0) = ψ0, ∂tψ(·, 0) = ψ1, dans Ω (5.2d)

pour des conditions initiales {ψ0,ψ1} données, tandis que le problème rétrograde consiste à
trouver la solution de

∂2
tφ+ curl curlφ = 0, dans Ω× (0, T ), (5.3a)

divφ = 0, dans Ω× (0, T ), (5.3b)
φ× n = G, sur Γ0 × (0, T ), (5.3c)
φ× n = 0, sur (Γ \ Γ0)× (0, T ), (5.3d)
φ(·, T ) = 0, ∂tφ(·, T ) = 0, dans Ω (5.3e)

pour un champ G donné sur Γ0 × (0, T ).

Le problème adjoint (observation) : Rappelons (cf. §1.3.2) que le problème (5.2) admet une
unique solution

ψ ∈ C0(0, T ;H0(curl; Ω) ∩H(div0,Ω)) ∩ C1(0, T ;H(div0,Ω))

quel que soit le couple de données initiales {ψ0, ψ1} ∈ Y avec

Y =
(
H0(curl; Ω) ∩H(div0; Ω)

)
×H(div0; Ω).

Pour la construction de l’opérateur HUM, ce résultat de régularité n’est pas suffisant puis-
qu’il ne garantit pas que curlψ admet une trace. Nous introduisons alors l’espace ’HUM’
par

Y HUM =
{
{ψ0, ψ1} ∈ Y

∣∣ (curlψ)|Γ0×(0,T ) ∈ L2(0, T ;L2(Γ0))
}
. (5.4)

La caractérisation de cet espace est délicate. En effet, nous avons démontré que Y = Y HUM

dans le cas où Ω est un cube. Dans le cas général, la question reste ouverte.
Pour des données dans Y HUM, on déduit de [91] l’estimation d’observabilité. Nous suppo-
sons à partir de maintenant que T et Γ0 contrôlent géométriquement Ω. Alors,

‖ curlψ0‖20,Ω + ‖ψ1‖20,Ω . ‖ curlψ‖2
L2(0,T ;L2(Γ0))

∀{ψ0, ψ1} ∈ Y HUM, (5.5)

ce qui permet de définir une norme sur Y HUM par

‖{ψ0,ψ1}‖Y HUM
def
= ‖ curlψ‖L2(0,T ;L2(Γ0)).

En effet, ‖{ψ0,ψ1}‖Y HUM = 0 implique curlψ = 0 sur Γ0×(0, T ) par définition de la norme.
On déduit par l’inégalité inverse (5.5) que les données initiales {ψ0,ψ1} du problème adjoint
sont nulles ce qui entraîne ψ ≡ 0 par l’unicité de la solution de (5.2).

Le problème rétrograde (reconstruction) : Supposons que G ∈ L2(0, T ;L2(Ω)). Dans quel
sens, le problème rétrograde (5.3) admet-il une solution ? La régularité L2 en temps et en
espace ne permet pas de garantir l’existence d’un relèvement de la condition non-homogène
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au bord nécessaire pour écrire une formulation variationnelle. Nous définissons alors la
solution de (5.3) au sens très faible par la méthode de transposition (cf. [74] pour l’équation
des ondes).
En effet, on montre par intégration par parties que toute solution φ régulière de (5.3)
vérifie

(∂tφ(t),ψ(t))−(φ(t), ∂tψ(t)) = (∂tφ(0),ψ0)−(φ(0),ψ1)+

∫∫
Γ0×(0,T )

G·curlψ ds dt (5.6)

quel que soit ψ, solution du problème adjoint (5.2) pour des données initiales {ψ0, ψ1}
régulières. Sans rentrer dans les détails, la méthode de transposition permet de prolonger
la notion de solution au sens de (5.6) pour des champs {ψ0, ψ1} et φ moins réguliers. Les
produits scalaires L2 de l’identité (5.2) sont alors remplacés par des produits de dualité.

L’opérateur HUM : L’opérateur Λ de la méthode HUM est la composition d’un opérateur
d’observation défini à partir du problème adjoint, et d’un opérateur de reconstruction
défini à partir du problème auxiliaire rétrograde :

(1) Etant donné un couple de champs {ψ0,ψ1} ∈ Y HUM, calculer ψ, solution du problème
adjoint pour les données initiales {ψ0,ψ1}.

(2) Calculer G = − curlψ|Γ0
. La définition de l’espace Y HUM garantit que (curlψ)|Γ0

∈
L2(0, T ;L2(Γ0)).

(3) Calculer φ, solution du problème rétrograde au sens de la méthode de transposition,
avec la donnée au bord G.

(4) Poser enfin
Λ({ψ0,ψ1}) = {φ1,−φ0}, (5.7)

avec φ0
def
= φ(0) et φ1

def
= ∂tφ(0).

Il découle de la méthode de transposition que le couple {φ1,−φ0} appartient à
(
Y HUM

)′, le
dual de Y HUM. Par conséquent, l’opérateur Λ est définie sur Y HUM à valeurs dans

(
Y HUM

)′ et
(5.7) se lit au sens du produit dualité < ·, · >(Y HUM)′,Y HUM . En particulier, nous avons

< Λ({ψ0,ψ1}), {ψ0,ψ1} >(Y HUM)′,Y HUM= ‖(curlψ)|Γ0
‖2
L2(0,T ;L2(Γ0)

. (5.8)

Le théorème suivant montre que l’opérateur Λ est un homéomorphisme entre Y HUM et son
dual :

Théorème 5.1. [Propriétés de l’opérateur HUM]
Supposons que T et Γ0 contrôlent géométriquement le domaine Ω. Alors, l’opérateur Λ
défini par (5.7) est linéaire et auto-adjoint. Il définit un homéomorphisme de Y HUM sur(
Y HUM

)′.
Démonstration. L’estimation d’observabilité (5.5) est essentielle dans l’analyse de l’opérateur
HUM car elle implique que Λ est injectif. En effet, supposons que Λ({ψ0,ψ1}) = 0 dans

(
Y HUM

)′.
Il découle de (5.8) que curlψ = 0 sur Γ0×(0, T ). L’inégalité inverse garantit alors que {ψ0,ψ1} =
0 ce qui montre que le noyau de Λ est réduit à zéro. La continuité et la surjectivité de Λ
s’obtiennent à l’aide du théorème du graphe fermé et de l’application ouverte.

Le théorème de contrôlabilité est maintenant une conséquence immédiate du fait que Λ soit
un isomorphisme.
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Théorème 5.2. [Contrôlabilité exacte frontière]
Supposons que T et Γ0 contrôlent géométriquement le domaine Ω. Soit {E0,E1} un couple
de données initiales tel que {E1,−E0} ∈

(
Y HUM

)′. Soit {ψ0,ψ1} l’image réciproque de
{E1,−E0} par l’opérateur Λ, et notons ψ la solution de (5.2) pour les données initiales
{ψ0,ψ1}. Alors G = −(curlψ)|Γ0

∈ L2(0, T ;L2(Γ0)) est le contrôle qui conduit le système
(5.1) au repos au temps final T .

Démonstration. Pour {E1,−E0} ∈
(
Y HUM

)′ donné, il existe un unique couple {ψ0,ψ1} ∈ Y HUM

tel que
Λ({ψ0,ψ1}) = {E1,−E0}. (5.9)

Soit ψ la solution de (5.2) pour les données initiales {ψ0,ψ1}. Par construction, le champ G =
−(curlψ)|Γ0

appartient à L2(0, T ;L2(Γ0)). (5.9) implique que la solution E du problème (5.1)
coïncide avec celle du problème rétrograde. Par conséquent,

E(0) = ∂tE(0) = 0 dans Ω.

5.2.2 Discrétisation et résultats numériques

La méthode HUM décrite dans la section 5.2.1 est une méthode constructive. Pour des condi-
tions initiales {E1,−E0} données, il suffit de résoudre numériquement l’équation (5.9) pour
ensuite définir le contrôle G à partir de la solution du problème adjoint (5.2). Nous supposons
ici que les espaces Y et Y HUM coïncident (ce qui est le cas pour le domaine modèle de nos
simulations) et que Ω est un polygone convexe de R2.

Notons que (5.9) est un problème linéaire qui admet la formulation variationnelle suivante

Trouver u = {ψ0,ψ1} ∈ Y tel que
aΛ(u, v) =< E∗, v >Y ′,Y , ∀v ∈ Y,

(5.10)

où l’on déduit le second membre E∗ = {E1,−E0} ∈ Y ′ des données initiales du problème de
contrôlabilité (Pcontrol). La forme bilinéaire aΛ(·, ·) est définie sur Y × Y par

aΛ(u, v) =< Λu, v >Y ′,Y .

aΛ(·, ·) est symétrique, continue et coercive sur Y en raison des propriétés de l’opérateur Λ.
Par conséquent, le problème variationnel (5.10) peut être résolu par un algorithme de gradient
conjugué : après initialisation de l’algorithme par

u0 = 0
(g 0, v)Y = − < E∗, v >Y ′,Y ∀v ∈ Y
w0 = g 0,

et jusqu’à l’arrêt,

(1) calculer zk = Λwk

(2) résoudre (g k+1, v)Y =< zk, v >Y ′,Y ∀v ∈ Y

(3) calculer ρk =
‖rk‖2Y

(g k+1,wk)Y
Mises à jour :
(4) inconnue : uk+1 = uk − ρkwk+1

(5) résidu : rk+1 = rk − ρkg k+1

(6) direction de recherche : wk+1 = rk+1 + γk+1wk avec γk+1 =
‖rk+1‖2Y
‖rk‖2Y

(5.11)
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Ici, nous rappelons que le produit scalaire sur Y est donné par

(u, v)Y = (curlu0, curl v0) + (u1, v1)

quels que soient u = {u0,u1} et v = {v0, v1} dans Y .
Les étapes principales d’une itération par l’algorithme (5.11) sont (1) l’évaluation de Λwk qui

nécessite la définition d’un opérateur HUM discret, ainsi que la résolution du problème (2) lequel
se décompose en deux sous-problèmes en prenant successivement v = {v0,0} et v = {0, v1} :

(curl g k+1
0 , curl v0) = `0(v0), ∀v0 ∈ H0(curl; Ω) ∩H(div0; Ω), (5.12a)

(g k+1
1 , v1) = `1(v1), ∀v1 ∈ H(div0; Ω). (5.12b)

La définition de l’opérateur HUM discret suit les étapes de la construction de Λ. Ainsi, chaque
évaluation de l’opérateur nécessite la résolution numérique du problème adjoint et du problème
rétrograde.
Discrétisation en espace : Pour la discrétisation en espace, nous avons choisi des éléments

finis de Lagrange de type Q1 pour lesquels les degrés de liberté sont les valeurs des champs
aux nœuds. L’utilisation de ces éléments finis non standards dans le contexte des équations
de Maxwell nécessite quelques commentaires. Tout d’abord, on réécrit le problème sous
forme d’un problème régularisé avec la forme bilinéaire

a(u, v) =

∫
Ω

curlu · v dx+

∫
Ω

div u div vdx

qui est défini sur l’espace H0(curl; Ω) ∩H(div; Ω) et coïncide avec la forme bilinéaire clas-
sique (curl ·, curl ·) sur H0(curl; Ω) ∩ H(div0; Ω). Notons que contrairement aux configura-
tions décrites au chapitre 2, l’espace H0(curl; Ω) ∩ H(div; Ω) s’injecte dans H1(Ω) car le
domaine Ω est un polygone convexe [41]. Il est donc possible de discrétiser le problème ré-
gularisé par éléments finis de Lagrange sans rajouter des termes singuliers. Le choix de ces
éléments finis a été motivé d’une part par un meilleur contrôle de la divergence des champs
discrets (car la méthode converge dans H1(Ω) au lieu de H(curl; Ω) pour les éléments finis
d’arête). D’autre part, la résolution numérique du problème (5.10) à l’aide d’un algorithme
de gradient conjugué doit être stabilisée par une méthode bi-grille dont la mise en œuvre
est plus aisée pour les éléments finis de Lagrange, notamment pour ceux de type Q1.
Soit alors Th un maillage de Ω constitué de rectangles et notons N l’ensemble de ses nœuds.
A chaque nœudMI sont associés deux degrés de liberté ΨI = (Ψ1

I ,Ψ
2
I)
t ∈ R2 correspondant

aux valeurs en MI des deux composantes du champ discret ψh. Si Nh désigne le nombre
de nœuds du maillage, la dimension de l’espace de discrétisation XQ1

h est 2Nh. Notons
M ∈ M2Nh(R) la matrice de masse et K ∈ M2Nh(R) la matrice de ’rigidité’ relative à la
forme bilinéarie a(·, ·).
En notant, respectivement, Ψ̇(t) et Ψ̈(t) la dérivée première et deuxième par rapport au
temps t, la formulation semi-discret du problème adjoint s’écrit

Trouver Ψ(t) ∈ R2Nh , ΨI(t)× nI = 0 ∀MI ∈ Γ,

MΨ̈(t) + KΨ(t) = 0 et
Ψ(0) = Ψ0, Ψ̇(0) = Ψ1,

(5.13)

pour des conditions initiales discrètes {ψ0,h,ψ1,h} de coefficients Ψ0 et Ψ1 respectivement.
De même, le problème rétrograde semi-discret s’écrit

Trouver Φ(t) ∈ R2Nh , ΦI(t)× nI =

{
GI(t) si MI ∈ Γ0,

0 si MI ∈ Γ \ Γ0,

MΦ̈(t) + KΦ(t) = 0 et
Φ(T ) = 0, Φ̇(T ) = 0,

(5.14)
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où (GI(t))MI∈Γ0 sont les valeurs au nœuds de la condition aux limites discrète Gh définie
sur Γ0 × (0, T ).

Conditions aux limites : Les conditions aux limites du problème adjoint et rétrograde portent
sur la composante tangentielle des champs. Afin de prendre en compte ces conditions dans
la discrétisation, on effectue un changement du repère local pour chaque nœud du bord.
Dans le nouveau repère, les composantes normale et tangentielle sont découplées ce qui
permet d’appliquer les techniques d’élimination classiques. Dans la suite, nous désignerons
par V Q1

h le sous-espace de XQ1
h des champs à trace tangentielle nulle.

Discrétisation en temps : Pour la discrétisation en temps, nous avons choisi un schéma de
Newmark implicite d’ordre deux qui est inconditionnellement stable. Il permet de calculer
les solutions discrètes des problèmes adjoints et rétrograde aux instants tn = n∆t avec un
pas de temps constant ∆t = T

N .

L’opérateur HUM discret : L’opérateur HUM discret, Λh, est maintenant défini par les étapes
suivantes.

(1) Soient {Ψ0,Ψ1} les coefficients des données initiales {ψ0,h,ψ1,h} ∈ V Q1
h . Pour n =

1, . . . , N , calculer la solution (Ψn
I )I du problème adjoint discret (5.13) par le schéma

de Newmark. On notera ψh(·, tn) ∈ V Q1
h le champ de vecteurs discret de coefficients

(Ψn
I )I .

(2) Pour MI ∈ Γ0 et n = 0, . . . , N , calculer

GnI = − 1

card {` | MI ∈ K` }
∑

`:MI∈K`

(
curlψh|K`

)
(MI , tn). (5.15)

(3) Pour n = N − 1, . . . , 0, calculer la solution (Φn
I )I du problème rétrograde (5.14) avec

donnée (GnI )I au bord par le schéma de Newmark.

(4) Poser

Λh
(
{Ψ0,Ψ1}

)
=

{(
Φ1
I − Φ0

I

∆t

)
I

, (−Φ0
I)I

}
. (5.16)

Calcul du résidu : L’étape (2) de l’algorithme du gradient conjugué (5.11) consiste à résoudre
un problème de type magnétostatique. La discrétisation du problème (5.12a) se fait éga-
lement par éléments finis de Lagrange Q1 en rajoutant à la forme bilinéaire de (5.12a)
le terme régularisant (div ·, div ·). La solution de (5.12b) est obtenue ensuite par simple
identification.

Stabilisation par approche bi-grille : Lorsque le pas du maillage tend vers zéro, on observe
dans certains cas l’apparition d’oscillations parasites (cf. [57]). Celles-ci peuvent être évitées
si l’on utilise une stabilisation de type bi-grille. Ici, nous calculons le résidu défini par (5.12)
sur un maillage ’grossier’ de pas 2h tandis que l’évaluation de l’opérateur Λh se fait sur
le maillage ’fin’ de pas h. Les opérateurs d’interpolation et de restriction sont construits
aisément du fait que les maillages de rectangles sont imbriqués.

La résolution numérique du problème de contrôle (Pcontrol) de conditions initiales {E0,E1}
consiste maintenant à

1. résoudre (5.9) par l’algorithme du gradient conjugué (5.11) en remplaçant Λ par Λh. Après
K itérations, on obtient ainsi une solution approchée uK = {ψK0 ,ψK1 },

2. résoudre le problème (5.13) avec les données initiales {ψK0 ,ψK1 } par le schéma de Newmark.
On obtient alors une solution ψh telle que ψh(·, tn) ∈ V Q1

h quel que soit n = 0, . . . , N .

3. définir, pour n = 0, . . . , N , le contrôle discret Gh(·, tn) de coefficients (GnI )I par la formule
(5.15).
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Nous avons validé notre algorithme pour la résolution numérique du problème (Pcontrol) sur
le carré Ω =] − 1, 1[2 avec plusieurs type de données (polynômiales et oscillantes) pour des
configurations de contrôle totale ou partiel (sur 2 ou 3 côtés du carré). Ici, nous montrons
l’évolution en temps des deux composantes du champ électrique avec contrôle sur le bord entier
(Γ0 = Γ). La figure 5.1 montre clairement que le contrôle calculé numériquement conduit le
système au repos au temps final T .
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Figure 5.1 – Evolution du champ électrique au cours du temps avec contrôle sur tout le bord.
Composante selon ~0x (colonne gauche). Composante selon ~0y (colonne droite).

5.3 Reconstruction de petites imperfections

Nous utilisons maintenant les résultats de la section précédente pour localiser des défauts
d’homogénéité dans la perméabilité d’un matériau diélectrique. Une étude similaire a été menée
dans [11] dans le cadre de l’équation des ondes scalaire pour détecter de petites perturbations
de la conductivité d’un matériau. Nous présentons notre approche dans une configuration 2D.
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5.3.1 Position du problème de reconstruction

Soit alors un objet, nommé ci-dessous pièce à contrôler, d’un matériau de permittivité élec-
trique ε = const. et de perméabilité magnétique µα. Nous supposons que l’objet peut être
représenté par un domaine Ω ⊂ R2 régulier ou de la forme d’un polygone convexe, et que la
perméabilité µα est de la forme

µα(x) = 1 + αp(x), x ∈ Ω. (5.17)

La fonction p = p(x) quantifie la perturbation de la perméabilité par rapport à la perméabilité
du fond (ε = const., µ = const.), et α > 0 représente l’ordre de grandeur de cette perturbation.
Sans restriction de la généralité, nous prenons dans la suite ε = 1 et µ = 1 pour les paramètres
du milieu de fond. Nous supposons également que la fonction p vérifie les hypothèses suivantes

p ∈ C1(Ω), supp(p) ⊂ Ω′, et |p(x)| ≤M, ∀x ∈ Ω′. (5.18)

où Ω′ ⊂ Ω est un domaine régulier tel que dist(Γ, ∂Ω′) > δ > 0, Γ étant la frontière du domaine
Ω.

En l’absence de charges et de sources de courant volumiques, la propagation de l’onde élec-
tromagnétique à travers le matériau perturbé est décrite par le champ électrique Eα, solution du
problème

∂2
t Eα + curl(µ−1

α curl Eα) = 0, dans Ω× (0, T ), (5.19a)
div Eα = 0, dans Ω× (0, T ), (5.19b)
Eα × n = F , sur Γ× (0, T ), (5.19c)
Eα(·, 0) = E0, ∂tEα(·, 0) = E1, dans Ω. (5.19d)

Ici, F représente une source surfacique sur Γ, et {E0,E1} sont les conditions initiales du problème.
Considérons ensuite une pièce de référence sans défaut ayant les mêmes dimensions que la pièce
à contrôler. Dans la pièce de référence pour laquelle la perméabilité vaut µ = 1, la propagation
du champ électromagnétique soumis aux mêmes sources et conditions initiales {F ,E0,E1}, est
décrite par E , solution du problème

∂2
t E + curl curl E = 0, dans Ω× (0, T ), (5.20a)

div E = 0, dans Ω× (0, T ), (5.20b)
E × n = F , sur Γ× (0, T ), (5.20c)
E(·, 0) = E0, ∂tE(·, 0) = E1, dans Ω. (5.20d)

Notons que pour F suffisamment régulier et {E0,E1} ∈
(
H0(curl; Ω) ∩H(div0; Ω)

)
×H(div0; Ω),

les problèmes (5.19) et (5.20) rentrent dans le cadre de la théorie variationnelle de Lions-Magenes
[75] et sont donc bien posés.

Supposons maintenant que nous ayons à notre disposition des mesures dynamiques curl Eα(·, t)
et curl E(·, t) récoltées sur une partie Γ0 ⊂ Γ de la pièce à contrôler et de la pièce de référence
au cours de l’intervalle en temps (0, T ). Supposons également que nous connaissions l’ordre de
grandeur α de la perturbation. Nous nous proposons de résoudre numériquement le problème
inverse suivant :

(Pinverse)
Etant donnés une source surfacique F et des conditions initiales {E0,E1},
déterminer la fonction p de (5.17)
à partir de α ainsi que des mesures curl Eα et curl E sur Γ0 × (0, T ).
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5.3.2 La formule asymptotique d’Ammari

La théorie du problème (Pinverse) a été abordée par Ammari dans [4] dont nous résumons ici
brièvement les résultats principaux.

Pour un vecteur d’onde η = (η1, η2)t ∈ R2, considérons les termes source

F(x, t) = (η⊥ × n) eiη·x−i|η|t, E0(x) = η⊥ eiη·x et E1(x) = −i|η|E0(x). (5.21)

On reconnaît dans (5.21) la trace tangentielle ainsi que les valeurs en t = 0 de l’onde plane

E(x, t) = η⊥eiη·x−i|η|t (5.22)

se propageant dans le milieu sans défaut. Ainsi, le champ E défini par (5.22) est l’unique solution
de (5.20) pour les données (5.21).

Considérons maintenant le système (5.20) pour la donnée initiale E0 tronquée et un terme
de contrôle Gη sur Γ0 × (0, T ) :

∂2
t Uη + curl curlUη = 0, dans Ω× (0, T ), (5.23a)

divUη = 0, dans Ω× (0, T ), (5.23b)
Uη × n = Gη, sur Γ0 × (0, T ), (5.23c)
Uη × n = 0, sur (Γ \ Γ0)× (0, T ), (5.23d)
Uη(·, 0) = βE0 +∇ψ, ∂tUη(·, 0) = 0, dans Ω. (5.23e)

Ici, β ∈ C∞0 (Ω) est une fonction de troncature qui vaut 1 sur le sous-domaine Ω′ contenant les
perturbations. Le potentiel scalaire ψ corrige cette donnée tronquée pour que βE0 +∇ψ reste à
divergence nulle dans Ω. Le champ E0 est défini comme dans (5.21). D’après les résultats de la
section 5.2 et à condition que Γ0 et T contrôlent géométriquement Ω, il existe un contrôle Gη tel
que la solution Uη du système (5.23) vérifie U(T ) = ∂tU(T ) = 0 dans Ω.

Dans la formule asymptotique d’Ammari, le contrôle Gη joue le rôle d’un poids pour la
différence entre les mesures curl Eα et curl E . Le résultat suivant a été démontré dans [4].

Théorème 5.3. [La formule asymptotique]

Supposons que Γ0 et T contrôlent géométriquement le domaine Ω. Alors,∫∫
Γ0×(0,T )

ei|η|t∂t

(
e−i|η|tGη

)
(curl Eα − curl E) dσ dt = −α|η|2

∫
Ω′
p(x)e2iη·x dx+O(α2).

(5.24)
Le terme en O(α2) ne dépend que de la borne M de la perturbation p.

5.3.3 L’algorithme de reconstruction

La formule asymptotique (5.24) permet la reconstruction de la fonction p par transformée de
Fourier (inverse). En effet, si

û(η) =

∫
R2

u(z)e−2iπη·z dz

désigne la transformée de Fourier d’une fonction u définie dans le domaine physique, on obtient
par changement de variables que ∫

Ω′
p(x)e2iη·x dx = π2p̂(−π·).

Définissons la quantité Mα(η) pour tout η 6= 0 par

Mα(η)
def
= − 1

α|η|2

∫∫
Γ0×(0,T )

ei|η|t∂t

(
e−i|η|tGη

)
(curl Eα − curl E) dσ dt. (5.25)
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Alors, d’après (5.24)

Mα(η)
O(α)
≈ π2p̂(−π·)

et par conséquent,

p(−πx) ≈ 1

π2
M̌α(x), (5.26)

où la transformée de Fourier inverse d’une fonction U définie dans le domaine fréquentiel est
donnée par

Ǔ(x) =

∫
R2

U(η)e2iπη·x dη.

Le calcul numérique de M̌α nécessite l’échantillonnage de Mα, et donc des mesures curl Eα et
curl E , sur un ensemble de Ne×Ne fréquences discrètes appartenant à un domaine [−ηmax, ηmax]2.
Pour chaque fréquence discrète η, il faut par ailleurs calculer le terme de contrôle Gη correspon-
dant.

D’après le théorème de Nyquist-Shannon, un signal f(t) de bande limitée supp(f̂) ⊂ [−L,L]
peut être reconstruit sans perte d’information à partir de ses échantillons (f(n∆t))n si la fré-
quence d’échantillonnage Fe = 1/∆t vérifie Fe ≥ 2L. Dans le contexte de la formule (5.26), le
pas d’échantillonnage dans chaque direction est donné par ∆η = 2ηmax

Ne
, tandis que le support de

M̌α est contenu dans [− 1
π ,

1
π ] puisque supp(p) ⊂ [−1, 1]2. Il faut alors choisir ηmax et Ne de sorte

que
ηmax

Ne
≥ π

4

afin d’éviter un repliement du spectre.
L’algorithme de reconstruction peut maintenant être résumé par le schéma de la figure 5.2 :

pour un ensemble de termes sources donnés sous forme d’ondes planes de vecteur d’onde η (cf.
(5.21)), on récolte des mesures sur la pièce à contrôler (curl Eα) et une pièce de référence sans
défaut (curl E). Parallèlement, on calcule les termes de contrôle Gη par la méthode HUM décrite
dans la section 5.2. Ensuite, on forme le signal échantillonné Mα(η) que l’on inverse par IFFT
(transformée de Fourier rapide inverse) pour retrouver la fonction p qui décrit les défauts.

En l’absence de mesures expérimentales, nous avons généré des mesures curl Eα et curl E
synthétiques par la résolution des problèmes (5.19) et (5.20) pour une fonction p fixée. Les
résultats numériques ci-dessous ont été obtenus pour des données non bruitées. Les tests que
nous avons effectués sur des données synthétiques bruitées ont montré que l’algorithme reste
stable jusqu’à un bruit gaussien de 3 à 5%.

Nous avons validé l’algorithme de reconstruction avec de nombreux exemples pour lesquels
la fonction p était donnée sous forme d’une somme de fonctions caractéristiques :

p(x) =
m∑
j=1

ajχDj (x).

Le support Dj du jème défaut est un rectangle de point milieu (xj , yj) dont les côtés sont de
longueur O(h) avec h = 1/32.

Pour la méthode HUM qui fournit les termes de contrôle Gη, nous avons utilisé deux maillages
imbriqués de pas hF = 1/32 pour le maillage fin et hG = 1/16 pour le maillage grossier, ainsi
qu’un temps final de T = 4.

La première figure (Fig. 5.3) montre la reconstruction de deux (resp. quatre) défauts avec
Ne = 16 échantillons dans chaque direction. Le support du défaut exact est représenté par un
rectangle noir. L’algorithme permet de localiser les défauts avec une précisision de l’ordre de
10−2.

La reconstruction de deux défauts proches l’un de l’autre nécessite un échantillonnage plus
fin comme le montre la Figure 5.4. En effet, on voit (Fig. 5.4, gauche) que l’échantillonnage
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Figure 5.2 – Schéma de l’algorithme de reconstruction.

avec Ne = 16 échantillons dans chaque direction ne permet pas de départager les deux défauts,
tandis que la reconstruction avec Ne = 32 échantillons coïncide bien avec le support exact. Un
phénomène similiare peut être observé si l’un des défauts est situé près du bord de Ω.

Nous avons finalement testé la reconstruction d’une forme géométrique plus complexe. La
Figure 5.5 représente la reconstruction d’une perturbation sous forme de croix avec N2

e = 1024
échantillons.

5.4 Conclusion et perspectives

Sur la base des résultats théoriques d’Ammari [4], nous avons développé un algorithme de
reconstruction qui permet de localiser de petits défauts d’homogénéité dans la perméabilité d’un

Figure 5.3 – Reconstruction de défauts multiples (rectangles noirs).
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Figure 5.4 – Reconstruction de deux défauts proches (rectangles noirs) avec 256 (gauche) et
1024 (droite) échantillons.

Figure 5.5 – Reconstruction d’un défaut sous forme de croix : forme exacte (gauche) et recons-
truction (droite).

matériau diélectrique à partir de mesures dynamiques sur la pièce à contrôler ainsi que sur une
pièce de référence saine. En particulier, la méthode permet la reconstruction des défauts à partir
de mesures prises seulement sur une partie du bord du domaine. Ceci est intéressant d’un point
de vue pratique car il est rare que toute la surface d’une pièce à contrôler soit accessible aux
instruments de mesure.

Les résultats obtenus pour une configuration 2D sont prometteurs, et permettent d’envisager
le développement d’un code 3D. Il sera alors nécessaire d’optimiser toutes les étapes de l’algo-
rithme pour éviter des temps de calcul prohibitifs. La méthode de reconstruction repose en effet
sur le calcul effectif de termes de contrôle Gη pour chaque échantillon. Ces termes sont calculés
avec la méthode HUM qui, à elle toute seule, a déjà une complexité algorithmique élevée. En
revanche, le calcul peut être effectué de façon massivement parallèle en amont de la procédure de
reconstruction. Les termes Gη jouent alors le rôle d’une base de données calculée une fois pour
toutes.
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Chapitre 6

Perspectives et travaux en cours

Simulations numériques 3D

Si la majorité des résultats théoriques décrits dans ce document ont été obtenus à la fois pour
des géométries en deux et trois dimensions, les simulations se limitent pour le moment au 2D.
Afin de passer à des configurations plus réalistes, il sera indispensable de porter les codes en 3D
ce qui nécessitera un investissement important.

En ce qui concerne les méthodes de type XFEM, nous envisageons de les tester dans un
premier temps pour une configuration cylindrique de type Ω × [0, 1] avec Ω ⊂ R2 qui est en
quelque sorte "à mi chemin entre le 2D et le 3D". L’analyse asymptotique du champ électrique
au voisinage de l’embouchure de la fissure est alors à reprendre puisque certains outils utilisés
sont limités au 2D. Pour le passage à des configurations réalistes 3D telles qu’on les trouve en
contrôle non destructif, nous envisageons une collaboration avec Yann Le Bihan, chercheur en
électronique au Laboratoire du génie électrique de Paris (LGEP, Gif-sur-Yvette).

Pour la reconstruction de petits défauts d’homogénéité dans les matériaux diélectriques, le
passage au 3D est également envisageable. Ici, il s’agira de faire appel à un solveur robuste des
équations de Maxwell 3D. Une des questions soulevées sera alors le choix de la méthode de dis-
crétisation. Actuellement, nous travaillons avec un solveur éléments finis de Lagrange sur une
formulation régularisée des équations de Maxwell ce qui est possible puisque le domaine de pro-
pagation est un polygone convexe. L’utilisation de la méthode des éléments finis d’arête, quant
à elle, nécessite une prise en compte adéquate des conditions de jauge. Une autre difficulté peut
se poser au niveau de la méthode HUM employée dans le calcul des termes de contrôle : actuel-
lement, nous utilisons une méthode bi-grille afin de stabiliser la méthode et d’éviter l’apparition
d’oscillations parasites. Il faudra alors étudier et implémenter de telles méthodes dans le cadre
des éléments finis d’arêtes.

Reconstruction de fissures et de petits défauts

Les travaux sur la reconstruction de petits défauts ont constitué un premier pas vers la
thématique des problèmes inverses. Dans le cadre du projet PINCEL (Projet IndustriLab, Région
Picardie), nous envisageons avec Marion Darbas (LAMFA, UPJV) d’implémenter des méthodes
de reconstruction de fissures planes à partir de mesures des champs électrique et magnétique sur
le bord du conducteur en utilisant une approche proposée par Ammari et Bao [5].

Parallèlement, j’ai travaillé sur la localisation de fissures par courants de Foucault à l’aide
d’un algorithme génétique basé sur la méthode des éléments finis étendus. Les résultats que
nous avons obtenus dans une configuration académique ne prenant en compte que le conducteur
sont prometteurs, et avec Jean-Charles Boisson (CReSTIC, URCA) et François Lefèvre (LMR,
URCA) nous cherchons actuellement à mettre en place la méthode pour un dispositif de CND réa-
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liste. L’utilisation d’un algorithme génétique nécessite des ressources informatiques importantes,
et nous comptons mettre à profit pour nos calculs le tout nouveau super-calculateur ROMEO
du centre de calcul Champagne Ardenne.

Localisation de sources épileptiques chez le nouveau-né

Un tout autre champ d’application sur lequel j’ai commencé à travailler récemment se situe
dans le domaine biomédical. Il s’agit d’analyser l’impact de la fontanelle dans la localisation
de sources épileptiques chez le nouveau-né. Ces travaux sont soutenus par la région Picardie
à travers le projet MIFAC (Modélisation de l’Impact de la Fontanelle dans la localisation des
Activités Cérébrales normales et pathologiques chez le nouvea-né) et participent au programme
de recherche défini par F. Wallois, neurophysiologiste au GRAMFC (CHU d’Amiens).

L’Electro-Encéphalo-Graphie (EEG) est un outil largement utilisé dans la localisation de
sources physiologiques ou pathologiques chez l’adulte et le grand enfant. Chez le nouveau-né, et
plus particulièrement chez le prématuré, le recours à l’EEG pose actuellement des problèmes à la
fois techniques (conception d’un casque adapté, limites de l’expérimentation in vivo du fait de la
souffrance du nouveau-né) et conceptuels (manque de données sur la conductivité et l’épaisseur
du crâne, prise en compte de la fontanelle aux propriétés drastiquement différentes de la matière
osseuse).

Les travaux de la thèse de Malal DIALLO (LAMFA, UPJV) que je co-encadre depuis octobre
2013 avec M. Darbas (LAMFA, UPJV) et A. El Badia (LMAC, UTC), devront apporter des
réponses à la question de l’impact de la présence de la fontanelle chez le prématuré sur les
mesures en EEG, et sur la localisation des sources épileptiques. Nous travaillons actuellement
sur la prise en compte de la fontanelle dans les modèles existants ainsi que sur la résolution du
problème direct par une méthode d’éléments finis 3D. En effet, contrairement aux modèles pour
l’adulte lesquels sont résolus en général via une méthode d’équations intégrales, la présence de la
fontanelle chez le nouveau-né impose la résolution du problème par une méthode d’éléments finis
volumiques. L’obtention d’un maillage de tête de nouveau-né réaliste est alors primordial. Un
premier objectif sera d’observer numériquement l’impact de la présence de la fontanelle sur les
mesures surfaciques du potentiel électrique. Dans la suite, nous nous intéresserons à la résolution
du problème inverse associé qui devra permettre de localiser et caractériser les sources épileptiques
à partir des mesures prises à la surface de la tête pour une classe de conductivités admissibles
de la fontanelle. Les travaux seront menés en étroite collaboration avec l’équipe GRAMFC du
CHU d’Amiens.



Annexe A

Contributions diverses

Conditions aux limites absorbantes pour l’équation de Helmholtz

[JLV99] P. Joly, S. Lohrengel et O. Vacus, Un résultat d’existence et d’unicité pour
l’équation de Helmholtz avec conditions aux limites absorbantes d’ordre 2, C.R. Acad. Sci.
Paris, Série I 329 (1999), pp. 193–198.

Dans cette note, nous étudions des conditions aux limites absorbantes d’ordre 2 pour l’équa-
tion de Helmholtz dans un rectangle du plan. Des conditions spécifiques localisées aux quatre
sommets du domaine sont établies afin de garantir une certaine régularité de la solution. Le
problème, complété par ces conditions, s’avère alors bien posé dans l’espace énergie habituel.

Transport quantique dans des dispositifs semi-conducteur

[GL02] T. Goudon et S. Lohrengel, On a discrete model for quantum transport in semi-
conductor devices, Transport Theory Statist. Phys. 31 (2002), pp. 471–490.

Ce papier est issu d’une collaboration avec T. Goudon pendant que j’étais Maître de confé-
rences à l’Université de Nice. Dans [58], T. Goudon propose un modèle semi-discret de l’équation
de Wigner dans le cadre de la modélisation de dispositifs semi-conducteurs. La fonction de Wi-
gner apparaît alors comme la transformée de Fourier inverse de la matrice de densité, et une étude
d’une version semi-discrète (en la variable de la vitesse) de l’équation de Wigner est menée. Ma
contribution a consisté à mettre en œuvre en une dimension d’espace une méthode numérique
basée sur la technique de l’"operator splitting" permettant le calcul d’une solution approchée
en deux étapes : résoudre l’équation de transport avec une vitesse constante, puis prendre en
compte l’opérateur de collision. Les résultats numériques obtenus ont permis d’illustrer certaines
propriétés du modèle.
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Annexe B

Bibliographie personnelle

La méthode du champ singulier (Travaux de thèse)

[BHL99] A.-S. Bonnet-Ben Dhia, C. Hazard et S. Lohrengel, A singular field method
for the solution of Maxwell’s equations in polyhedral domains, SIAM J. Appl. Math. 56, 6
(1999), pp. 2028–2044.
http://epubs.siam.org/doi/abs/10.1137/S0036139997323383

[CHL98] P. Ciarlet Jr., C. Hazard et S. Lohrengel, Les équations de Maxwell dans un
polyèdre : un résultat de densité, C. R. Acad. Sci. Paris, Série I 326 (1998), pp. 1305–1310.
http://www.sciencedirect.com/science/article/pii/S0764444298801845

Méthodes pour matériaux composites

[LN00] S. Lohrengel et S. Nicaise, Les équations de Maxwell dans des matériaux compo-
sites : problèmes de densité, C. R. Acad. Sc. Paris, Série I 330 (2000), pp. 991–996.
http://www.sciencedirect.com/science/article/pii/S0764444200003049

[HL02] C. Hazard et S. Lohrengel, A singular field method for Maxwell’s equations :
numerical aspects for 2D magnetostatics, SIAM J. Numer. Anal. 40, 3 (2002), pp. 1021–
1040.
http://epubs.siam.org/doi/abs/10.1137/S0036142900375761

[LN02] S. Lohrengel et S. Nicaise, Singularities and density problems for composite ma-
terials in electromagnetism, Commun. PDE 27, 7&8 (2002), pp. 1575–1623.
http://www.tandfonline.com/doi/abs/10.1081/PDE-120005849

[LN07] S. Lohrengel et S. Nicaise, A discontinuous Galerkin method on refined meshes for
the 2D time-harmonic Maxwell equations in composite materials, J. Comput. Appl. Math.
206 (2007), pp. 27–54.
http://www.sciencedirect.com/science/article/pii/S0377042706003487

[CLLN10] P. Ciarlet Jr., F. Lefèvre, S. Lohrengel et S. Nicaise, Weighted regula-
rization for composite materials in electromagnetism, M2AN Math. Model. Numer. Anal.
44 (2010), no. 1, pp. 75–108.
http://www.esaim-m2an.org/action/displayAbstract?fromPage=online&aid=8134290
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Schémas numériques avec flux centrés

[LR02] S. Lohrengel et M. Remaki, A FV Scheme for Maxwell’s equations – Convergence
analysis on unstructured meshes, Finite Volumes for Complex Applications III, ed. R.
Herbin & D. Kröner, Hermes, London, 2002, pp. 219–226. Prépublication Laboratoire J.A.
Dieudonné, Nice.

[FLLP05] L. Fezoui, S. Lanteri, S. Lohrengel et S. Piperno, Convergence and stability
of a discontinuous Galerkin time-domain method for the 3D heterogeneous Maxwell equa-
tions on unstructured meshes,M2AN Math. Model. Numer. Anal. 39 (2005), pp. 1149–1176.
http://www.esaim-m2an.org/action/displayAbstract?fromPage=online&aid=8201131

Méthodes des éléments finis étendus

[LLN11] F. Lefèvre, S. Lohrengel et S. Nicaise, An extended finite element method for
2D edge elements, Int. J. Numer. Anal. Model. 8 (2011), pp. 641–666.
http://www.math.ualberta.ca/ijnam/Volume-8-2011/No-4-11/2011-04-06.pdf

[BLL12] J.-C. Boisson, F. Lefèvre et S. Lohrengel, Crack identification in electroma-
gnetic testing using genetic algorithms based on extended finite edge elements, European
congress on Computational Methods in Applied Sciences and Engineering (ECCOMAS
2012), e-Book Full Papers, pp. 917–935.

[LN14] S. Lohrengel et S. Nicaise, Analysis of eddy current formulations in two-dimensional
domains with cracks, accepté pour publication dans M2AN.

Identification et contrôlabilité

[DGL12] M. Darbas, O. Goubet et S. Lohrengel, Exact boundary controllability of the
second-order Maxwell system : theory and numerical simulation, Comput. Math. Appl. 63
(2012), pp. 1212–1237.
http://www.sciencedirect.com/science/article/pii/S0898122111011023

[DL14] M. Darbas et S. Lohrengel, Numerical reconstruction of small perturbations in the
electromagnetic coefficients of a dielectric material, J. Comput. Math. 32 (2014), pp.21–38.

Contributions diverses

[JLV99] P. Joly, S. Lohrengel et O. Vacus, Un résultat d’existence et d’unicité pour
l’équation de Helmholtz avec conditions aux limites absorbantes d’ordre 2, C.R. Acad. Sci.
Paris, Série I 329 (1999), pp. 193–198.
http://www.sciencedirect.com/science/article/pii/S0764444200885924

[GL02] T. Goudon et S. Lohrengel, On a discrete model for quantum transport in semi-
conductor devices, Transport Theory Statist. Phys. 31 (2002), pp. 471–490.
http://www.tandfonline.com/doi/full/10.1081/TT-120015510#.Uut8PLS3eFA
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